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Zusammenfassung 


Bekanntlich 148t ProLEMAIos in seiner Planetentheorie den Epizykelmittelpunkt 
so auf einem Exzenter laufen, daB die Bewegung, von einem Ausgleichspunkt G aus 
gesehen, gleichmaBig erscheint. Ist E die Erde, so liegt der Fxzentermittelpunkt Z 
jeweils in der Mitte der Strecke EG. Eine Begriindung dieser Hypothese gibt 
PToLEMAIOs nicht. Wo hat er sie her ? 

In der indischen Astronomie ist eine Methode zur Berechnung der Mittelpunkts- 
gleichung der Planeten iiblich, die ebenfalls*ohne Begriindung in den Handbiichern 
steht. Bei dieser Methode werden.die beiden Korrekturen — / und z, die zur mittleren 
Lange zu addieren sind, zundchst vorlaufig berechnet und halbiert; die Halften 
werden zur mittleren Lange addiert und dann erst werden die definitiven Korrekturen 
— fund z berechnet. Wiederum fragt es sich, wo die Autoren diese Methode her haben. 

Wir werden nachweisen, daB sich die indische Rechenvorschrift als gute Naherung 
rechtfertigen 148t, wenn man den Ausgleichspunkt G genau so annimmt, wie 
PTOLEMAIOs es tut. Um also sowohl das Auftreten dieser Hypothese bei ProLEMAIos 
als auch die indische Rechenvorschrift zu erklaren, braucht man nur anzunehmen, 
daB die Vorganger des ProLEMAios jene Hypothese bereits aufgestellt und daraus 
die erwihnte Naherungsmethode hergeleitet haben. Als Urheber der Hypothese und 
der Rechenmethode kommt von allen uns bekannten Astronomen nur APOLLONIOS 
v. PERGA in Betracht. be 

APOLLONIOS lebte 200 vor Chr., ARYABHATA 500 nach Chr. Als Zwischenglied 
zwischen der hellenistischen und der indischei: Astronomie und Astrologie ist Persien 
anzunehmen. In der Tat finden wir eine zur indischen Methode aquivalente Rechen- 
vorschrift mit einer kleinen Vereinfachung in den Tafeln des Arabers AaL-KHWARIZMI, 
und arabische Autoren versichern uns, daB dieser die Methode von den Persern hat. 
Die Quelle des KHwArizmi ist wahrscheinlich der SHAH 2IJ, eine arabische Uber- 
setzung eines persischen Tafelwerkes. Siehe dazu E. S. KENNEDyY*. 


§ 1. Der Ausgleichspunkt bei Ptolemaios 

Sehen wir von Merkur ab, dessen Bewegung komplizierter. ist, so bewegen 
sich die vier iibrigen Planeten bei PToLEMAIOs alle nach demselben Schema. 
Der Epizykelmittelpunkt M lauft auf einem exzentrischen Kreis, dessen Mittel- 
punkt Z in der Mitte der Strecke EG liegt. In E befindet sich die Erde und G 
ist der Ausgleichspunkt (punctum aequans), von dem aus gesehen die Bewegung 
des Punktes M gleichmaBig erscheint. Der Planet P lauft so auf dem Epizykel, 
daB die Richtung MP sich ebenfalls gleichmaBig dreht (Fig. 1). 


* KENNEDY, E. S.: Trans. Amer. Philos. Soc. 46, 123, und J. Amer. Orient. Soc. 
78, 246. 
Arch. Hist. Exact Sci., Vol. 1 8 
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Wie PToLEMAIOS zur Annahme des Ausgleichspunktes kam, sagt er nicht. 
Er sagt nur (Syntaxis IX 5, p. 251 HErmBEeRG): ,,Wir fanden bei fortgesetzter 
genauer Anpassung und Vergleichung des von Fall zu Fall durch die Beobachtung 
festgestellten Laufs mit dem aus der Kombination beider Hypothesen (namlich 
der Epizykel- und Exzenterhypothese) sich ergebenden Leitpunkten, da8 der 
Verlauf der Bewegung nicht ganz so einfach sein kénne. Erstens ... Zweitens 
fanden wir, daB die Mittelpunkte der Epizykel auf Kreisen umlaufen, die zwar 
gleich groB sind wie die Exzenter, welche die Anomalie bewirken, aber nicht 
um dieselben Zentren beschrieben werden. _Vielmehr liegen bei den anderen 
Planeten (auBer Merkur) diese Zentren in den Halbierungspunkten (Z) der 
Strecken, zwischen den Mittelpunkten 


der Ekliptik.“‘ 
Mit dem ,,Mittelpunkt der Ekliptik“ 


der Beobachter befindet. Der Erdradius 
kann, verglichen mit den Entfernungen 
der Planeten, vernachlassigt werden ; der 
Punkt E liegt also praktisch im Mittel- 
punkt der Erde. Der Ausgleichspunkt G 
ist bei PTOLEMAIOS als Mittelpunkt 
eines Kreises gedacht, der gleich groB 
ist wie der um Z beschriebene Kreis und 
Fig. 1 ‘dessen Radius sich gleichmaBig um G 
dreht. Dieser. Kreis um G, der in der 
Figur nicht eingezeichnet ist, heiBt bei PTOLEMAIOS ,,der Exzenter, welcher die 
Anomalie bewirkt‘‘. Der Epizykelmittelpunkt M lauft auf dem um Z beschrie- 
benen exzentrischen Kreis. Der letzte Satz bei PTOLEMAIOS besagt, daB Z in 
der Mitte der Strecke EG liegt. Die Verlaingerung dieser Strecke geht natiirlich 
durch das Apogeum A des exzentrischen Kreises. 

In anderen Fallen, wo PTOLEMAIOs die Hypothesen seiner Vorganger geandert 
hat, gibt er eine ausfiihrliche Begriindung seiner eigenen Hypothese, in diesem 
Fall aber nicht. Er hat nach seinen eigenen Worten zuerst versucht, die beob- 
achtete Planetenbewegung ‘dutch eine Kombination von Epizykel und Exzenter 
mit gleichmaBiger Bewegung des Epizykelmittelpunktes auf dem Exzenter dar- 
zustellen, aber als das nicht gelingen wollte, ist er anscheinend gleich dazu tiber- 
gegangen, den Mittelpunkt Z in der Mitte der Strecke EG anzunehmen. Es 
fragt sich, wo er diese Hypothese her hat. Hat er sie vielleicht von eineni Vor- 
ganger tibernommen ? 


§ 2. Die Vorganger des Ptolemaios 
Jedenfalls hat ProLEMAIOos Vorganger gehabt, welche die Erscheinungen durch 
die Annahme von Epizykeln oder Exzentern ,,oder wohl gar unter Kombination 
beider Kreisarten‘‘ erklaren wollten, ,,wobei so und so-groB die auf die Ekliptik 
bezogene Anomalie, so und so groB die im Verhaltnis der Sonne eintretende 
Anomalie angenommen wurde‘ (Syntaxis IX 2, p. 211 HEIBERG). Von diesen 
Leuten, die ,,an Hand der sog. ,Tafeln fiir ewige Zeiten‘ die gleichférmige Be- 


jener Exzenter und dem Mittelpunkt- 


TT- 


ist der Punkt E gemeint, in dem sich . 


TT 
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wegung auf Kreisen nachweisen wollten‘‘, spricht PTOLEMAIOS ziemlich ab- 
schatzig: ,,Sie stellten es grundfalsch an und blieben die Beweise schuldig, so 
daB die einen das gesteckte Ziel itiberhaupt nicht, die anderen wenigstens einiger- 
maBen erreichten.‘‘ Sie versdumten ,,an der Hand klarer und einwandfreier 
Erscheinungen den zahlenmaBigen Betrag beider Anomalien und den mittleren 
Lauf der Planeten nachzuweisen und dann wieder, ohne beide zu scheiden, 
Lage und Reihenfolge der Kreise ausfindig zu machen ...‘'. 

Uns interessieren hier besonders diejenigen Astronomen vor PTOLEMAIOS, die 
durch Kombination von Epizykeln und Exzentern unter Annahme bestimmter 
zahlenmaBiger Betrage der Exzentrizitaten und der Epizykelradien ,,das ge- 
steckte Ziel wenigstens einigermaBen erreichten“‘. 

Ich nehme an, daB diese Astronomen bereits trigonometrische Methoden 
benutzten. Ohne Trigonometrie ist es namlich fast. unméglich, aus den Beob- 
achtungen die Exzentrizitaten und Epizykelradien zu ermitteln' und umgekehrt 
aus diesen Elementen und den mittleren Bewegungen Planetenpositionen zu 
berechnen. 

Eine solche trigonometrische Astronomie, die auf der Annahme von Epizykeln 
und Exzentern beruht und die zwar weniger genau ist als die Theorie des PTOLE- 
MAIOS, aber doch ,,das gesteckte Ziel einigermaBen erreicht‘‘, finden wir bei den 
indischen Astronomen der ,,dritten Periode‘‘1, die um 500 nach Chr. mit ArYA- 
BHATA beginnt. Die meisten Forscher nehmen an, daB diese trigonometrische 
Astronomie letzten Endes auf die griechische zuriickgeht, aber nicht auf PTOLE- 
MAIOS, sondern auf dessen Vorganger. 

Vergleichen wir nun die Art, wie PTOLEMAIOs eine Planetenposition berechnet, 
mit der Rechenweise der indischen Astronomen und sehen zu, ob wir so etwas 
wie eine Halbierung der Strecke GE auch bei diesen entdecken kénnen. 


§ 3. Die Rechenweise des Ptolemaios 
Kennt man die mittlere Bewegung eines Planeten und der Sonne, so kann 
man fiir jeden Zeitpunkt ¢ die Winkel x= AGM und y= BMP, die sich gleich- 
maBig mit der Zeit 4ndern, berechnen (Fig. 1). Der Radius ZM kann gleich 1 
angenommen werden. Ist nyn die Exzentrizitat EZ =ZG=e bekannt, so kennt 
man im Dreieck ZGM zwei Seiten ZM und ZG und den Winkel bei G, also 
kann man den Winkel /, bei M nach der Sinusregel 


(4) sin /, = esin x 
berechnen. Der Winkel bei Z ist dann 
(2) % = % — fy. 


Im Dreieck ZME kennt -man nun zwei Seiten und den eingeschlossenen 
Winkel. Um die dritte Seite EM und die tibrigen Winkel /, und x, zu berechnen, 
fallt ProLEMAIos auf die gegeniiberliegende Seite das Lot EF und berechnet 
zuerst die Seiten des rechtwinkligen Dreiecks EFZ. Im. Dreieck: EFM sind 
nun die beiden Katheten bekannt; man kann also nach PyTHAGORAS die Hypo- 
tenyse EM=R und dann den Winkel f/, berechnen. Die Summe 


(3) h + / : i 
1 Siehe G. TurBautT, Art. ,,Astronomie‘‘ im GrundriB der indo-arischen Philologie. 
8* 
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ist die ,,Mittelpunktsgleichung‘‘, die man von x zu subtrahieren hat, um den 
Winkel x, bei E zu erhalten: 


%=%—fp=x—A—-fp=x—f. 


Um die Richtung EP zum Planeten zu erhalten, mu8B man noch eine zweite 
Korrektur z anbringen. Sie wird aus dem Dreieck EMP berechnet, in dem jetzt 
die beiden Seiten EM=R und MP=r (Epizykelradius) bekannt sind. Der 
AuBenwinkel bei M ist y+/, wobei y sich gleichmaBig mit der Zeit Aandert und 
f aus der vorigen Rechnung bekannt ist. Im Dreieck EMP kennt man also 
zwei Seiten und den eingeschlossenen Winkel und man kann den Winkel z wie 
vorhin berechnen. 

Die Berechnung der zweiten Korrektur z verlauft bei den indischen Astro- 
nomen genau so, nur da8 R durch 1 ersetzt wird, was besonders bei Mars eine 
schlechte Naherung ist. Die Berechnung der ersten Korrektur/ ist aber bei 
den indischen Astronomen viel einfacher. Wenn die indischen Astronomen ihre * 
Methoden von den Griechen vor PTOLEMAIOS iibernommen haben, so miissen 
auch diese Naherungsmethoden gehabt haben, die einfacher waren als die exakte 
Rechnung nach PTOLEMAIOS und mit denen sie ihr Ziel , einigermaBen erreichten”. 


§ 4. Naherungsformel fiir J 


Von der zweiten Korrektur z sehen wir zundchst einmal ab. Wir wollen eine 
bequeme Niaherung fiir f suchen. Die Exzentrizitat e kann bei allen Planeten als: 
so klein gegen 1 angenommen werden, daB Glieder mit e* zu vernachlassigen sind. 


_ Die Sinusregel, auf das Dreieck ZEM angewandt, ergibt 
(4) sin /, = e sin (x, — f.). 


In dieser Gleichung kommt der unbekannte Winkel f, links und rechts vor. 
Nun unterscheidet /, sich von /, nur in der GréBenordnung e?. Ersetzt man also 
rechts /, durch /,, so macht man auf der rechten Seite nur einen Fehler von der 
GréBenordnung e°. In dieser Naherung erhalt man 


(5) sin /, = e sin(x, — /;) = esin(x — 2f,). 


In (1) und (5) kann man die Sinus der kleinen Winkel /, und /, durch die 
Bogen ersetzen. Der Fehler dieser Naherung ist ebenfalls nur von der GréBen- 
ordnung ¢%. So erhalt man, wenn alle Winkel in Bogenma8 gemessen werden: 


(6) {,=esin x, 

(7) a= esin(x — 2f,), 

alsc 

(8) f=f4+/,=e[sin x + sin(x — 2f)]. 


Die Summe der beiden Sinus kann man, wieder mit einem Fehler der GréBen- 
ordnung eé*, durch 2sin (x — /,) ersetzen. So erhalt man die ganz einfachen Formeln 


(9) f, =esin x, 
(10) 5 {f= 2esin(x — f,), 
(14) yan em f 
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Diese Formeln kann man so deuten. Mit dem Argument x bildet man die 
vorlaufige Mittelpunktsgleichung 2/,—2esinx. Die Halfte davon, also f,, zieht 
man von x ab. Mit dem Argument x —f, bildet man die definitive Mittelpunkts- 
gleichung (10) und zieht sie wieder von x ab. So erhalt man bis auf Glieder 
von der GréBenordnung e* den richtigen Winkel AEM=x,. 


§ 5. Die Halbierung der Mittelpunktsgleichung bei den indischen Astronomen 

Eine Rechenvorschrift, die den Formeln (9) bis (11) entspricht, findet sich 
bei den indischen Astronomen der dritten Periode, namlich bei ARYABHATA2, 
bei BRAHMAGUPTA® und im Surya-Siddhanta‘. Im Khandakhadyaka des 
BRAHMAGUPTA (iibersetzt von P. C. SENGupTA, Calcutta 1940) lautet die Vor- 
schrift so: 

II 18. ‘‘To the mean planet apply half the Sighra equation; from the planet 
thus corrected, calculate the equation of apsis, and apply half of it to the corrected 
mean planet. For the mean planet as corrected for the second time calculate the 
equation of apsis and apply the whole of it to the mean planet with which the 
calculation began. From the planet, thus corrected, calculate the Sighra equation 
and apply the whole of it to the last corrected planet.” 

Um diese Vorschrift zu verstehen, mu8 man wissen, daB ‘‘the equation of 
apsis” die Mittelpunktsgleichung / ist, und “the Sighra equation” die Korrektur z, 
die am SchluB noch zur Lange des Epizykelmittelpunktes M addiert werden 
muB um die Lange des Planeten P zu erhalten. Diese Korrektur z ist, wie es 
nach der Fig. 1 auch sein soll, eine Funktion des Argumentes y+f oder des © 
Winkels CMP. Wir schreiben also 


z=y(y+/). 


Die Funktion y wird im Khandakhadyaka fiir jeden einzelnen Planeten durch 
eine besondere Tabelle definiert. Die Tabelle beruht auf der Trigonometrie des 
Dreiecks EM P, wobei die Seite EM, wie schon erwahnt, gleich 1 angenommen 
wird. 

Die indische Rechenvorschrift verlangt nun, daB zunachst mit dem Argument 
y ein vorlaufiger Wert der Sighra-Gleichung 


(12) %=»(y) 


gebildet werden soll. Die Halfte davon, also } 2), ist zur mittleren Lange des 
Planeten, also auch zum Argument x zu addieren. Mit dem Argument x + } 2» 
‘bildet man nun die vorlaufige Mittelpunktsgleichung /,: 


(43) fo = G(x +4 %), 


wobei y eine gegebene Funktion ist. Diese Funktion g berechnet man nach 
Khand. II 7 fiir jeden Planeten aus der Mittelpunktsgleichung der Sonne durch 


2 CLark, W. E.: The Aryabhatiya of ARYABHATA, S. 60, Kap. III 23. Chicago 1930. 
3 BRAHMAGUPTA: Brahma-Sphuta-Siddhanta II 40; Khandakhadyaka, II 18 (ed. 


SenGcupTA). Calcutta 1941. . 
4 Suryasiddhanta II 44; Ubersetzung von Burcess, J. Amer. Orient. Soc. 6. 
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Multiplikation mit einer Konstanten. Die Mittelpunktsgleichung der Sonne wird 
ihrerseits durch eine Tabelle geliefert, die nach der Formel 


/, = c,sin x, 
berechnet ist (s. SENGUPTAs Kommentar zur Ubersetzung des Khand. I 16). 


Also ist die Funktion » einfach eine Sinusfunktion, multipliziert mit einer Kon- 
stanten c: 
(14) g(x) =csin x, 
wobei c fiir jeden Planeten einen anderen Wert hat. Die Formel (13) kann 
demnach als 
(15) fo = csin (x + $2) 
gelesen werden. 
Die Rechenvorschrift des Khand. verlangt nun weiter, daB die Halfte dieser 


Mittelpunktsgleichung /, von der korrigierten mittleren Lange des Planeten, also 
auch vom korrigierten Argument x + } 2, zu subtrahieren ist: . 


(16) x = %+F%—$ ho. 
Mit diesem Argument x’ hat man nun die endgiiltige Mittelpunktsgleichung 
(17) f = 9(x’) =csin x’ 


zu ‘bilden. Sie wird von der mittleren Lange des Planeten subtrahiert; daraus 
folgt, daB x jetzt durch x —f und y durch y+ zu ersetzen ist. Mit dem Argument 
y+f bildet man schlieBlich die Korrektur 


(18) z=y(yt+/); 


d.h. z ist der Winkel bei E im Dreieck EPM mit AuBenwinkel y+/ bei M, 
wobei aber die Seite EM =1 gesetzt wird. 


§6. Der Fall einer Konjunktion oder Opposition (2, = 0) 

Um die indische Rechenvorschrift mit unserer. friiheren Naherungsformel zu 
vergleichen, betrachten wir einmal den Fall einer mittleren Konjunktion oder 
Opposition des Planeten. In diesem Fall ist y=0 oder 180° und z wird Null. 
Die Formeln der indischen Astronomen vereinfachen sich dann zu 


fo =csin x 
f= csin(x — $ fo) 
%g=x—f. 


Diese Formeln stimmen, wenn c=2e gesetzt wird, genau mit den Formeln 
(9) bis (141) des § 4 tiberein. Damit haben wir wenigstens im Prinzip einen Weg 
gefunden, die indischen Rechenvorschriften. durch eine geometrische Theorie zu 
rechtfertigen. Es zeigt sich, daB die Halbierung der vorlaufigen Mittelpunkts- 
gleichung f, nach der indischen Rechenvorschrift genau der Halbierung der 
Strecke EG in der Fig. 1 entspricht. 
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§ 7. Der allgemeine Fall (2, + 0) 

Wir nehmen im folgenden an, daB die Exzentrizitat e und der Epizykel- 
radius 7 so klein sind, daB die Glieder mit e°, e*7 und er? vernachlassigt werden 
kénnen. Diese Annahme ist fiir Saturn, Jupiter, Venus und Merkur jedenfalls 
erfiillt. Fiir Mars ist ev* nicht zu vernachliassigen, aber Mars ist ohnehin ein 
sehr schwieriger Planet. 

Die nach der indischen Vorschrift berechnete Mittelpunktsgleichung mége 
von jetzt an mit /’ bezeichnet werden. Nach (17) und (16) ist . 


(19) f’ =csin x’ =csin(x —3f,+4%). 


Der Winkel z ist von der GréBenordnung 7. Entwickelt man also die rechte 
Seite von (19) nach Potenzen von z, so kann cz§ vernachlassigt werden. So 
erhalt man 

f' =csin(x — 3 fo) +3 ¢%cos (x — $ fo). 

In beiden Gliedern rechts kann x — } f, durch x — /,= x, ersetzt werden. Das 
ergibt 
(20) f’ =csin(x — f,) +}¢2zcos %. 

Das erste Glied rechts in (20) ist die nach (10) berechnete Mittelpunkts- 


gleichung /. Das zweite Glied ist ein extra Korrekturglied, das zu / addiert, 
also von x subtrahiert werden mu8. Nennt man das Korrekturglied k, so kann 


man fiir (20) schreiben 
(24) f=f+k. 

Ist a die Lange des Apogeums, so ist die wahre Lange des Planeten schlieB- 
lich durch 


(22) A=at+(x—f/)+2’ 
gegeben, wobei z’ nach (18) durch 
(23) zZ=vy(yt+f’) 


gegeben ist. Setzt man (21) in (22) ein, so erhalt man 
A=a+(x—f) +(e —h) 
oder, weil x —/ bis auf Glieder von der GréBenordnung eé* gleich dem Winkel x, 
der Fig. 1 ist, 
(24) A=a+ x_+ (2’— hk) 


mit 
k=4$0zZ9cos %. 


Die exakte Lange des Planeten nach Fig. 1 ist 


Wenn also z’— in der hier gebrauchten N&herung gleich z ware, so ware 
die indische Rechenvorschrift gerechtfertigt. Um das zu untersuchen, betrachten 


wir das Dreieck EMP. 
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Wegen der Kleinheit des Winkels /, ist ME genahert gleich MF, also gleich 
MZ + ZF =1+4 cos x. 


Tragen wir also MC=1 auf ME ab (Fig. 2), so ist der Uberschu8 CE genahert 
gleich $c cosx,. Nach (18) und (23) wurde z’=y(y+/’) aus einem Dreieck von 
derselben Art wie PME, aber mit Seiten r und 1 und mit dem Winkel y+ /’ bei 
M berechnet. Der Winkel y+ /’ kann in der hier benutzten Naherung durch y+ / 
ersetzt werden. In dieser Naherung ist also z’ gleich dem Winkel z” bei C 
im Dreieck PMC. Das Korrekturglied, das man von z’ oder 2” zu sub- 
trahieren hat, um z zu erhalten, 
ist also der Winkel CPE =d. Die 
Sinusregel im Dreieck PCE ergibt 


a a 
E sind = pe Sinz. 


Fig. 2 


Da d sehr klein und z klein ist, kénnen sind und sinz durch d und z und PC 
durch 1 ersetzt werden: 


(26) d= EC -z=} c(cos %) z. 
Vergleicht man das mit 


(27) k =}c(cos x) %, 


‘so sieht man, daB d und & in der hier zugrunde gelegten Naherung gleich sind. 
Damit ist die indische Rechenvorschrift gerechtfertigt. 


Was hier geometrisch hergeleitet wurde, kann auch durch eine Reihenent- 
wicklung der Korrekturglieder / und z bzw. /’ und z’ nach Potenzen von e und 7 
verifiziert werden. Es zeigt sich dabei wieder, daB die Summe —/ +2, die man 
nach der Methode des Ausgleichspunktes erhalt, mit der nach.der indischen 
Methode berechneten Summe —/’ +2’ bis auf Glieder mit e°, e®y und er? iiber- 
einstimmt. 


§ 8. Wer hat zuerst den Ausgleichspunkt eingefiihrt? 


Wir stellen also die. Vermutung auf, daB PTOLEMAIOs die Hypothese des 
ry (mit Z in der Mifte von EG) von seinen Vorgangern iiber- 
nommen hat und@da8 auf Grund eben dieser Hypothese die Naherungsformel 
entwickelt wurde, die wir bei den indischen Astronomen gefunden haben. 


Diese Vermutung ist nicht sicher; denn man kénnte auch apnehmen, daB 
die Hypothese des Ausgleichspunktes und die indische Rechenvorschrift unab- 
hangig voneinander durch Probieren gefunden wurden. Die Griechen haben 
versucht, die beobachteten Planetenérter durch ein geometrisches Modell darzu- 
stellen und sind dabei auf die Hypothese des Ausgleichspunktes gekommen. 
‘Andere — so kénnte man annehmen — hAatten versucht, eine Rechenvorschrift 
zu finden, die mit der Erfahrung gut tibereinstimmt, und sie waren dabei auf die 
indische Rechenvorschrift gekommen. Die genaherte Ubereinstimmung zwischen 
den beiden Theorien ware dann dadurch zu erklaren, daB beide recht gut zu 
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der Erfahrung stimmen®. Obwohl mir diese Erklarung unwahrscheinlich vor- 
kommt, mu8B man doch mit der Méglichkeit rechnen. 

Das soll uns aber nicht daran hindern, die zuerst aufgestellte Vermutung 
etwas weiter zu verfolgen. Wer mag wohl der Vorganger des PTOLEMAIOS ge- 
wesen sein, der die Hypothese des Ausgleichspunktes aufgestel]t hat, und wer 
hat die héchst ingenidse Naherungsformel aufgestellt, die die Inder uns iiber- 
liefert haben ? 

In einer sehr interessanten Studie iiber Apollonios hat O. NEUGEBAUER® tiber- 
zeugend dargetan, daB APOLLONIOs der erste war, der eine mathematische Theorie 
zur Berechnung von Mond- und Planetenpositionen entworfen hat. Die Methode, 
die PTOLEMAIOS anwendet, um aus drei beobachteten Mondfinsternissen die Ex- 
zentrizitat der Mondbahn oder (was damit 4quivalent ist) den Radius des Mond- 
epizykels zu berechnen, stammt von APOLLONIOS. Diese Methode setzt aber die 
Trigonometrie voraus. ARISTARCHOS (um 280, etwa 80 Jahre vor APOLLONIOS) 
hatte sicher noch keine Trigonometrie, ARCHIMEDES héchst wahrscheinlich auch 
nicht. APOLLONIOs ist also der erste, der méglicherweise die Hypothese des Aus- 
gleichspunktes aufgestellt haben kénnte. 

Nach APOLLONIOS und vor PTOLEMAIOS kennen wir nur einen groBen Astro- 
nomen, namlich H1iPpPARCHOS (um 130 vor Chr.). Von ihm wissen wir aber aus 
PTOLEMAIOS (Almagest IX 2), daB er keine Planetentheorie entwickelt, sondern 
nur festgestellt hat, daB alle damals existierenden Planetentheorien ungeniigend 
waren. Falls also die Hypothese vom Ausgleichspunkt schon vor PTOLEMAIOS 
aufgestellt wurde, so scheint es mir wahrscheinlich, daB APOLLONIOs der Urheber 
war. , 

§ 9. Die Ubermittlung nach Indien 


Die Theorie der Exzenter und Epizykel und die Trigonometrie erscheinen 
in der indischen Astronomie erst gegen 500 nach Christus, aber in Persien friiher. 
Die Zeugnisse dafiir wurden von O. NEUGEBAUER in der Rezension eines Buches 
von RENOU und FILLiozaT (Archives internat: d’histoire des sciences Vol. 8, No. 31, 
p. 168) zusammengestellt. NEUGEBAUER schlieBt aus diesen Zeugnissen, daB die 
hellenistische Astronomie und Astrologie in der nachchristlichen Zeit (besonders 
im 3. Jahrhundert) zunachst nach Persien tibermittelt wurde und von dort nach 
Indien gelangte. 

Es fragt sich nun, ob die Hypothese des Ausgleichspunktes selbst nach Indien 
gelangte oder nur die bequeme Rechenmethode, die nach unserer Vermutung 
letzten Endes auf der Annahme des Ausgleichspunktes beruhte. 

Ich glaube, wir kénnen diese Frage auf Grund der indischen Texte selbst 
mit ziemlicher Sicherheit beantworten. Die in § § erklarte Rechenmethode wird 
namlich von allen erwahnten Autoren mit fast denselben Worten erklart, aber 
vom Ausgleichspunkt redet keiner dieser Autoren, auch nicht in den Kapiteln, 
die vom Bau des Weltalls und den Bewegungen der Gestirne handeln. Daher 


5 KEPLER hat bemerkt, daB man mit der Hypothese des Ausgleichungspunktes 
die Marsbeobachtungen recht gut darstellen kann. Er hat die Hypothese noch etwas 
zu verbessern versucht, indem er das Zentrum Z nicht genau in der Mitte von EG 
annahm, aber er fand nachher, daB das nur dann eine Verbesserung ist, wenn Mars 
in der Nahe der Opposition (oder Konjunktion) steht. 

* NEUGEBAUER, O.: Scripta Mathematica 24, 5 (1959). 
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nehme ich an, daB die indischen Autoren die Rechenvorschrift einer persischen 
Quelle entnommen haben. 

Diese Annahme wird, wie wir gleich sehen werden, von einer anderen Seite 
her bestatigt. 

§ 10. Die ,,Methode der Perser‘‘ 

SuUTER hat 1914 die lateinische Ubersetzung der Tafeln des AL-KHWARIZMI 
publiziert’. Uber die Herkunft dieser Tafeln gibt es eine Notiz bei IBN AL-KIFTI, 
die bei SUTER (S. 33) so zitiert wird: 

Er (KHWARIZMI) stiitzte sich in seinen Tafeln auf die mittleren Orter des 
Sindhind, wich aber von ihm ab in den Gleichungen (der Planeten) und in der 
Schiefe (der Ekliptik); er setzte seine Gleichungen fest nach der Methode der 
Perser, und die Deklination der Sonne nach der Methode des Ptolemaus.‘‘ 

Der ,,Sindhind“ ist nach de1 Uberlieferung eine arabische Ubersetzung eines 
indischen Siddhanta. In der Tat stimmen die mittleren Bewegungen, die in den 
Tafeln des KHWARIZMI angenommen wurden, genau mit den mittleren Bewe- 
gungen des Brahma-sphuta-siddhanta tiberein®. — Die maximale Deklination 
der Sonne ist nach den Tafeln 23° 51’, wie bei PTOLEMAIOsS. Die erste und dritte 
Mitteilung von IBN AL-KIFTI sind demnach richtig; also werden wir der zweiten 
Mitteilung, daB AL-KHWARIZMi die Mittelpunktsgleichungen der Planeten nach 
der ,,Methode der Perser‘‘ berechnet hat, ebenfalls Glauben schenken diirfen. 

Was ist nun die Methode der Perser zur Berechnung der wahren Planetendrter ? 

In der Gebrauchsanweisung, die den Tafeln des KHWARIZMI vorangestellt ist, 
wird zunichst gelehrt, wie man den mittleren Ort eines Planeten, d.h. die Richtung 
zum Mittelpunkt des Epizykels findet. In Fig. 1 ware das die Richtung GM, 
die sich im Laufe der Zeit gleichmaBig dreht. Die mittlere Lange L des Planeten 
heiBt bei KHWARIzMI elwacat oder medio planetarum. 

Die nachste GréBe, die man braucht, ist der Winkel y, der Unterschied zwi- 
schen den Richtungen MB und MP. Bei den oberen Planeten (Saturn, Jupiter 
und Mars) ist MP die Richtung zum mittleren Ort der Sonne, also erhalt man 
das Argument y, indem man den elwacat des Planeten vom elwacat der Sonne 
subtrahiert. Die Differenz y heiBt elheca oder argumentum. Bei den unteren 
Planeten (Venus und Merkur) wird das Argument y direkt durch die Tafeln fiir 
die mittlere Bewegung gegeben; die mittlere Lange L von Venus und Merkur 
ist gleich der der Sonne. 

Als niachstes ist das Apogeum zu bestimmen. Es heiBt bei KHWARIzMi 
Sublimatio. In Kap. 12 werden feste Langen fiir die Apogeen angegeben: 


Satun . . . a=244°55’ 
Jupiter. . . a=172°32’ 
Mars. . . . @=128°24’ 
Venus ... a= 81°15’ 
Merkur. . . a= 224° 54’ 
Sonne ... . @= 77°55’. 


7 SUTER, H.: Die astronomischen Tafeln des MUHAMMED IBN MUsA AL-KHWARIZMI 
in der Bearbeitung des MasLama ... und der lateinischen Ubersetzung des ATHELHARD 
von Bata. Kgl. Danske Vid. Selsk. Skrifter, 7. R., Hist. Fil. Afd. III, 1. 


§ BURCKHARDT, J: J.: Enseignement math. ?°(1956) = Verhandlungen der Schweiz. ~ 


Naturf. Ges. 1956. 
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In den Tafeln findet man nicht dieses a, sondern ein korrigiertes Apogeum a’ 
(Sublimatio examinata oder definita), das von y abhangt und ein wenig kleiner 
ist als a: 


(28) a’=a—y(y). 


Der Spalte a’ folgen zwei Spalten, die mit ,,Examinatio ipsius elheza‘‘ und 
,.Examinatio ipsius centri‘‘ tiberschrieben sind, und die unseren Winkeln z und i 
entsprechen. Die Examinatio elheza (oder Examinatio argumenti, wie es im Manu- 
skript C heiBt) ist eine Funktion des Argumentes y und entspricht unserem 
Z=y(y) — Gleichung (12). Nimmt man y+/ statt y als Argument, so erhalt 
man unser z. Die Examinatio centri ist proportional einer Sinusfunktion und 
entspricht unserer Mittelpunktsgleichung f. 

Vergleicht man nun die Spalte a’ (sublimatio examinata) mit der Spalte zg 
(examinatio elheza), so zeigt sich, wie SUTER (S. 50) schon bemerkt hat, daB 
die Korrektur y(y) in (28) genau die Halfte des Betrages von 2, ist: 


(29) x(¥) = 420] = 3 p(y). 
Aus (28) und (29) folgt 
(29a) a’=a—}|2|. 


Die Gebrauchsanweisung des KHWARIZMI (Kap. 10) sagt, da8 man diese 
Formel nur dann beniitzen soll, wenn das Argument y zwischen 0 und 180° 
liegt, also wenn (in unserer Bezeichnung) 2 positiv ist. Liegt y zwischen 180 . 
und 360°, so hat man zu a’ noch den ganzen Betrag | z,| zu addieren; die Summe 
ergibt erst das korrigierte Apogeum®. Man hat also in diesem Fall, wo z, negativ 
ist, 


(29b) a’ =a —}|z9| + |z9| =a+} 2] 
zu setzen. Die Formeln (a) und (b) lassen sich zu 

(30) a’ =a—}F% 
zusammenfassen. 


Der Text fahrt fort: ;,Dieses korrigierte Apogeum (a’) ist vom elwacat (L) 
des Planeten zu subtrahieren. Die Differenz heiBt Centrum.‘‘: Das heiBt, man hat 


(34) %=L+a’=L—a+i}y 
zu bilden. Nun war aber L —a unser friiheres x, also ist das , Centrum‘ 
(32) %g=%+$ 2%. | 


Mit diesem Argument, so sagt der Text, soll man die Mittelpunktsgleichung / 
bilden: 


(33). 1= 9(%) = 9(* + 3%). 


®MsO: Si vero maius, in sublimationem examinatam et in examinationem 
argumenti intrandum est, iugendo itaque sublimationem hanc cum ipsius argumenti 
examinatione, totum istud sublimatio examinata nominandum est. 
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Diese Formel stimmt, wenn man / in f/, umtauft, genau mit der friheren 
Formel (13) tiberein. Die Funktion g der Tafel des KHWARIZzMI ist, genau wie 
die Funktion p der indischen Texte, proportional einer Sinusfunktion — siehe 
Formel (14). 

Die genaue Ubereinstimmung der Formel. (33), zu der die ,,Methode der 
Perser*‘ schlieBlich fiihrt, mit der Formel (13), die aus der indischen Rechen- 
_vorschrift abgeleitet wurde, bestatigt unsere in § 9 aufgestellte Vermutung, daB 
die indischen Autoren ihre Rechenvorschrift einer persischen Quelle entnommen 
haben. Dazu kommt, daB auch die maximalen Gleichungen der Planeten, also 
die Konstanten c in der Formel (14), bei KHWARIZMI und im Khandakhadyaka 
genau tibereinstimmen. 

Nach der indischen Rechenvorschrift miiBte man nun aus %, ein korrigiertes 
Centrum 
x’ = %y— Fh=x*+F%—F/)o 
bilden — siehe Formel (16) — und dann mit diesem Argument die endgiiltige 
Mittelpunktsgleichung / nach (17). Diese Komplikation ist bei KHwArizmi fort- 
gefallen: das nach (33) gebildete f, ist fiir ihn schon das endgiiltige /, das man 
von x, zu subtrahieren und zu y zu addieren hat. Das Ergebnis x,—/ heiBt 
Centrum examinatum und y+f heiBt Argumentum examinatum. 


Mit dem Argument y+/ geht man nun in die Tafel fiir z hinein und findet 
so die Examinatio argumentt 


(34) z=yl(y+/) 


wie nach der friiheren Formel (18). Dieses z ist zum Centrum examinatum %, — / 
zu addieren. Das Ergebnis x,—-/+2z ,,nennen die Araber elhactl; wir werden es 
Centrum ultimum nennen‘‘, sagt der Text (in einem anderen Manuskript heiBt 
es statt Araber ,,Chaldaer‘‘). Zu diesem elhacil ist das korrigierte Apogeum a’ 
zu addieren. So erhalt man schlieBlich die Lange des Planeten: 


(35) A=a'+x%,—f+2=a'+(L—a@’)—f+z=L—j+z. 


§ 11. Wie ist man auf den Ausgleichspunkt gekommen ? 
Wir kehren zur griechischen Astronomie zuriick und fragen: Wie ist der 
Urheber der Idee des Ausgleichspunktes (ob er nun APOLLONIOS oder PTOLEMAIOS 
oder anders hieB) auf diese Idee gekommen ? 


Schon die Babylonier haben gewuBt, daB zur mittleren Bewegung eines jeden 
Planeten zwei Anomalien hinzukommen: eine auf die Sonne und eine auf die 
Ekliptik beziigliche Anomalie. Die erstere bewirkt die Stillstande und Riick- 
laufigkeit ; ihre Periode ist die synodische Periode des Planeten. Diese Anomalie 
kann durch ein Epizykelmodell sehr gut erklart werden: das wuBten APOLLONIOS 
und alle, die nach ihm kamen. Die andere Anomalie bewirkt, daB die Bewegung 
des Planeten in gewissen Teilen der Ekliptik schneller, in anderen langsamer 
vor sich geht. Bei der Sonne, wo es nur diese eine Anomalie gibt, kann man 
sie sehr gut durch ein Exzentermodell darstellen. 
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Um nun beide Anomalien zu erhalten, hat man die beiden Modelle miteinander 
zu kombinieren. So hat PTOLEMAIOS es jedenfalls getan und nach seinen eigenen, 
in § 2 zitierten Worten auch einige seiner Vorganger. Man wiirde also zunachst 
einen Epizykel annehmen, dessen Mittelpunkt M mit gleichmaBiger Geschwindig- 
keit einen Exzenter durchlauft. 


Es gibt verschiedene Mittel, die Exzentrizitat und den Epizykelradius zu 
bestimmen. Die Exzentrizitat bestimmt man bei den oberen Planeten am besten 
durch Beobachtung der Oppositionen. Wenn der Planet in P in Opposition zur 
mittleren Sonne steht, so fallt die Richtung EM mit der Richtung EP, die man 
beobachten kann, zusammen. (Fig. 3). Hat man so drei Richtungen EM beob- 
achtet, so kann man nach APOLLONIOS die Exzentrizitat und die Richtung des 
Apogeums berechnen. A 


Als nachstes bestimmt man nun den 
‘Epizykelradius, etwa durch Beobachtung 
der Stillstande unter Benutzung der Satze 
von APOLLONIOs. Nun stellt sich aber her- 
aus, daB der Epizykelradius, den man an- 
nehmen muB, um die Planetenpositionen 
in der Nahe des Apogeums A richtig dar- 
zustellen, bedeutend gréBer ist (besonders 
fiir Mars) als in der Nahe des Perigeums. 
Der Fehler ist eben, daB der Punkt E zu 
weit vom Mittelpunkt Z entfernt ist. Wiirde 
man.die Strecke ZE in E’ halbieren und die ) Fig. 3 
Erde in E’ stellen, so wiirde die Anomalie 
in bezug auf die Sonne richtig herauskommen, aber die Anomalie in bezug auf 
die Ekliptik ware dann wieder zu klein. Dieser Ubelstand kann durch Ein- 
fiihrung eines Ausgleichspunktes G im Abstand 


GZ =ZE'= E’E 


behoben werden. Wenn namlich die Bewegung des Epizykelmitt~“punktes M 
von G aus gleichmaBig erscheint und von E’ aus beobachtet wird, so ist die 
Bewegung fast dieselbe als wenn sie von Z aus gleichmaBig erscheint und von E 
aus beobachtet wird. 

In dieser Weise kénnte man, durch ,,trial und error‘‘, auf die Idee des Aus- 
gleichspunktes gekommen sein. Wenn man dann versucht hat, auf Grund dieser 
Theorie Tafeln aufzustellen, die keine trigonometrische Rechnung, sondern nur 
Interpolationen, Additionen, Subtraktionen und Halbierungen erfordern, so 
kénnte ein hervorragender Mathematiker wie APOLLONIOs sehr wohl die persisch- 
indische Rechenmethode gefunden haben 


Es fragt sich nun, ob es auch méglich ist, ohne die geometrische Idee des 
Ausgleichspunktes, rein durch Herumprobieren mit trigonometrischen Funktionen 
und Vergleich mit der Beobachtung, auf die persisch-indische Rechenvorschrift 
zu kommen. Vielleicht ist es méglich, aber ich halte es fiir sehr unwahrscheinlich, 
daB man so verfahren ist. In den Schriften von PTOLEMAIOS, ALBATTANI, 
KoOPERNIKUS und KEPLER habe ich keine einzige Parallele dazu gefunden. Immer 
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wurde zuerst das geometrische Modell so lange modifiziert, bis es zur Erfahrung 
stimmte; dann erst wurden auf Grund des Modells exakte oder Naherungsformeln 
zur Berechnung der Planeten6rter entwickelt. 


Dieses Verfahren entspricht auch am meisten der wissenschaftlichen Ziel- 
setzung der Griechen. Die Babylonier haben weitgehend mit empirischen Funk- 
tionen, mit arithmetischen Reihen bis zur dritten Ordnung gearbeitet, die sie 
méglichst gut den Beobachtungen angepaBt haben. Fiir die Griechen aber war 
das erste Ziel, ,,durch Zusammenstellung von gleichmaBigen Kreisbewegungen 
die Erscheinungen zu retten‘‘. Wenn man die geometrische Theorie einmal hatte, 
wurden natiirlich auch Tafeln zum Gebrauch der Astrologen berechnet, wie die 
Tafeln des Almagest oder die Handlichen Tafeln des PToLEMAIos. Am Anfang 
stehen aber stets geometrische Theorien wie die des platonischen Timatos, des — 
Evupoxos, des HIKETAS, des KALLIPPOS, des HERAKLEIDES VON PonTos?®, des 
ARISTARCHOS, des APOLLONIOS, des HIPPARCHOS und des PTOLEMAIOS. 


Indische Trigonometrie 
Die indischen Sinustafeln tabulieren nicht sinx, sondern die ,halbe Sehne‘ 
R sin x, wobei R ein beliebig gewahlter Radius ist. Bei ARYABHATA (Aryabhatiya 
110) und im Suryasiddhanta (II 15) ist R so gewahlt, daB fiir kleine Winkel 
die halbe Sehne gleich dem (in Minuten ausgedriickten) Winkel ist, z. B. 


R sin 225’ = 225’. 


Zu diesem Zweck muB man R so wahlen, daB der halbe Kreisumfang 7R 
gleich 180°= 10800’ 1st, also 


Der Wert von z, den die indischen Astronomen immer annehmen, ist nach 


Aryabhatiya II 10 
ma = 3,1416. 


BHASKARA™ erklart dazu, der Wert 7= 22/7 sei fiir die Praktiker gentigend, 
aber der genaue Wert sei 3927/1250. Nun ist 22/7 bekanntlich der Wert des 
ARCHIMEDES.: EuToKOos schreibt in seinem Kommentar zu der Kreismessung 
des ARCHIMEDES: 

,,APOLLONIOS VON PERGA léste dasselbe Problem in seinem Okytokion, wobei 
er andere Zahlen benutzte und die Approximation genauer machte ... aber das 
Ziel des ARCHIMEDES war, einen Naherungswert fiir den praktischén Gebrauch 
zu finden ...“‘. EuTokios erwahnt weiter Leute, die ,,Multiplikationen und 
Divisionen von Myriaden“ benutzten, um genauere Werte des Verhaltnisses des 
Kreisumfanges zum Durchmesser zu finden. 


10 Fiir die Systeme von Timaios, HIKETAS und HERAKLEIDEs siehe B. L. VAN DER 
WAERDEN, Die Astronomie der Pythagoreer. Amsterdam: N.-Holland Publishing Co. 
1951. 

11 COLEBROOKE, H. Tu.: Algebra ~with Arithmetic and Mensuration from the 
Sanscrit of BRAHMEGUPTA and BHAscaARA, p. 87. London 1817. 
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. Die Stelle bei BHASKARA, wo neben dem genauen Wert 3927/1250=3,1416 
die Naherung 22/7 erwahnt wird, die ,,fiir den Praktiker geniigend“ sei, entspricht 
so genau den Worten des EuTokios, daB ich eine gemeinsame Quelle: annehmen 
méchte. Dann aber muB der Wert 3,1416 dem APOLLONIOs zugeschrieben werden. 
Der Nenner dieser Zahl ist eine Myriade (10000) und auch EuToKios spricht 
von ,,Multiplikationen und Divisionen von Myriaden“. _ 

Dividiert man 10800 durch 3,1416 und rundet, wie ARYABHATA es in seiner 
Sinustafel immer tut, auf ganze Minuten, so erhalt man fiir den ,,Sints totus‘ 


R=3438 | 


wie ARYABHATA es auch angibt. Es ist sehr gut méglich, daB das Prinzip dieser 
Sinustafel auf APOLLONIOS zuriickgeht. 

So rundet sich das Bild, das wir uns von dem groBen Mathematiker und 
Astronomen APOLLONIOS machen kénnen. Sein Werk war nicht nur in der 
exakten Mathematik, sondern auch in der Approximationsmathematik bahn- 
brechend. Er war wahrhaftig der Vater der mathematischen Astronomie. 
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1. Uber Fermats wesentliche zahlentheoretische Ergebnisse 

Mit Recht gilt FERMAT als Begriinder der modernen Zahlentheorie, und doch 
hat er nichts Zusammenhangendes iiber diesen Gegenstand veréffentlicht oder 
hinterlassen. Sein Ruf griin’et sich vielmehr in erster Linie auf eine gréBere 
Anzahl eigenartiger Fragestellungen und merkwiirdiger Einzelergebnisse, die 
den Zeitgenossen Ratsel iiber Ratsel aufgaben und gréBtenteils erst drei Forscher- 
generationen spater einigermaBen richtig erfaBt wurden., Das Essayistische und 
Fragmentarische im mathematischen Schaffen FERMATs ist durch die auBeren 
Umstande seines Lebens wohlbegriindet, sicherlich jedoch ebensosehr Ausdruck 
seiner Persénlichkeit und der Zeit, die den individuellen Ansatz dem generellen 
vorzog und in der es iiblich war, die angewendeten SchluBweisen nur nebenher 
anzudeuten, jedoch den Kernpunkt der Sache. nach Méglichkeit zu verbergen. 

Die bei FERMAT auftretenden zahlentheoretischen Probleme lassen sich in 
mehrere zusammenhangende Gruppen zusammenfassen. Ausgangspunkt sind 
die Untersuchungen ber aliquote Tetle. Hier handelt.es sich um Erweiterungen, 
die von der Konstruktion vollkommener und befreunaeter Zahlen ihren Ausgang 
nehmen. Uber die friihen einschlagigen Studien FERMATs sind wir nur aus den 
noch erhaltenen Stiicken des Briefwechsels! und aus Erwahnungen in Schriften 
von M. MERSENNE unterrichtet. 

1 Der Briefwechsel ist enthalten in den Fermat-CGuvres II, ed. P. TANNERY- 
Cu. Henry, Paris 1894, im folgenden abgekiirzt als FO J7. Entsprechend werden auch 


die anderen verwendeten Bande dieser vorziiglichen Ausgabe abgekiirzt, namlich 
FO I (1891), FO IIT (1896). 
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Ist a>1 eine natiirliche Zahl, dann werde die Summe der Teiler von a ein- 
schlieBlich 1 und a mit >’ a bezeichnet. Ist 6>1 Primzahl, dann ist } =p+1 
und >’ p" = (p"*! —1):(p—1) (m ganz und positiv). Sind ~ und gq verschiedene 
teilerfremde Zahlen >1, dann ist } pg => p- >’ q. Diese Saize und ihre Erweite- 
rungen sind (bis auf die von uns hinzugefiigte vereinfachende Symbolik) FERMAT 
und manchem der Zeitgenossen ganz genau bekannt. FERMAT wei auch, daB 
vollkommene Zahlen aus >\ a = 2a erklart sind. Die erste Regel zur Konstruktion 
solcher Zahlen steht bei EUKLID?. Bis zum Auftreten FERMATs waren die ersten 
acht vollkommenen Zahlen bekannt*. B. FRENICLE DE BEssy, der ausgezeichnete 
Rechenkiinstler, forderte damals von FERMAT eine vollkommene Zahl von 20 
oder 21 Stellen‘, er$ichtlich, um den Gesprachspartner drauBen in der Provinz, 
den er damals noch nicht richtig einzuschatzen wuBte, herauszufordern. FERMAT 
antwortet, es gebe keine vollkommene Zahl mit 20 oder 21 Stellen5, und fiigt 
etwas spiter hinzu®, 2"—1 sei bestimmt zusammengesetzt, falls » zusammen- 
gesetzt sei; jedoch kénne 2”—1 auch dann zusammengesetzt sein, wenn ” Prim- 
zahl sei. Als Teiler kamen freilich nur Zahlen der Form 2kn+1 in Frage. So 
sei etwa 2°7— 1 durch 223 =2-3-37+41 teilbar’. 


Schon etwas friiher hatte sich FERMAT mit der Konstruktion befreundeter 
Zahlen befaBt, d.h. mit Zahlenpaaren, die der Bedingung >'a=)>)b=a+b 
geniigen®. Wir kennen die von ihm angewendete Regel®: Sind #,, £., 3 vonein- 
ander verschiedene ungerade Primzahlen und ist g=2”" (m ganz und positiv), 
dann ist a=2p,p~29, b=2p39g, wobei ;)=3q—1, p,=6q—1, pgs =18q?—1. 


2 Elem. 1X, 36: Ist a=2"-p (m ganz u. positiv, p Primzahl > 2), dean muB8 
Sa= (2"+1—1) (p+1)=—2"+1-p werden. Das fiihrt auf p = 2*+1—1. 

3 n= 1, 2, 4, 6, 12, 16, 18, 30. Diese Zahlen werden aufgefiihrt in § XIX der 
Praejatio generalis, die den von M. MERSENNE verfaBten und auf zahlreiche Einzel- 
ergebnisse der Zeitgenossen gestiitzten Cogitata physico-mathematica (Paris 1644) vor- 
angestellt ist. 

4 FRENICLE-MERSENNE, Marz 1640 (FO JJ, 182/85, insbes. 185). Die 8. vollkom- 
mene Zahl 2% - (2°t—1) hat 19 Stellen. Die Fragestellung 148t durchfiihlen, daB 
FRENICLE diese Zahl kannte. Er wollte wohl herausbringen, ob FERMAT wisse, daB 
2” — 1 fiir » = 32, 33, 34, 35 und 36 zusammengesetzt ist. 

5 FERMAT-MERSENNE, Mai? 1640 (FO IJ, 194/95, insbes. 194). 

6 FERMAT-MERSENNE, Juni? 1640 (FO II, 195/99, insbes. 197/99), ferner FERMAT- 
FRENICLE, 18. X. 1640 (FO II, 206/12, insbes. 210). 

7 DaB die nachste vollkommene Zahl erst bei » = 60 eintritt und 37 Stellen hat, 
wuBte FerMAT noch nicht. Diese vollkommene Zahl verdanken wir I. PERVUSCHIN: 
Bull. Ac. sc. Pétersbourg (3) 31, 532 (1887). 

8 Die antiken Mathematiker definieren befreundete Zahlen a und b so: b= Ya—a, 
a=} }b—b. Sie kennen nach unserm bisherigen Wissen nur das Beispiel a = 220 = 
=2%-5-41, b=284=2?- 71. Erst TABIT 1BN QuRRAH gibt eine Regel zur Konstruk- 
tion befreundeter Zahlen; es ist genau die namliche,.deren sich FERMAT — mit Sicher- 
heit unabhangig von TAsit — bedient. Auf das antike Zahlenpaar wurde FERMAT 
vermutlich durch die Erwahnung in MERSENNE: Préludes de l’harmonie universelle, 
Paris 1634, hingewiesen. 

® Diese Regel erscheint in MERSENNE: Harmonie universelle II, Paris 1637: 
Nouvelles Observations Physiques et Mathématiques XIII, S. 26/27 (FO II, 21/22). Dort 
werden auch die beiden ersten Beispiele (» = 1 u. 3) vorgerechnet; das zweite Beispiel 
findet sich unter Berufung auf Fermat schon in MERSENNE: Harmonie universelle I, 
Paris 1636: Préface génévale, nicht numerierte S. 9 (FO IJ, 20/21). In Fr. van ScHoo- 
TEN: Exercitationes mathematicae V, Leiden 1657, Sect. 1X, 419/26 wird diese Regel 
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Um die namliche Zeit beschaftigt sich FERMAT mit einer Verallgemeinerung der 
p 


vollkommenen Zahlen, die darauf hinauslauft, daB >) x = = x bei gegebenen 


ganzen positiven teilerfremden Zahlen #,q in ganzen positiven Zahlen x auf- 
gelést werden soll’®. Noch in seinen letzten Lebensjahren kommt FERMAT auf 
derartige Fragen zuriick. Er hat inzwischen Neues zu diesem Thema gefunden 
und verwendet das Ergebnis bei Abfassung der ersten an J. WALLIS gerichteten 
Herausforderung: Jetzt geht es um die Bestimmung von ganzen positiven Zahlen 
x, y so, daB >) x8 = y? (als Beispiel fihrt FERMAT >) 7?= 20* an) bzw. >) x*=y% ist”. 

Aus der Fiille der sich aus Fragen bez. der aliquoten Teile ergebenden wei- 
teren Probleme kristallisiert sich vor allem der sog. kleine Fermatsche Satz heraus, 
der besagt, daB a®-'=1 (mod 9), falls ~ Primzahl und a nicht durch # teilbar 
ist!*, In diesem Zusammenhang erscheint dann die unrichtige Behauptung, daB 


(unter Berufung auf R. DEscarRTEs) erwiesen. Dort ist auch das nachste Beispiel, 
namlich m = 6, vorgerechnet. DaB FEeRmart nicht erwahnt wird, riihrt von den Zwistig- 
keiten her, die zwischen SCHOOTEN und FERMAT wegen der zahlentheoretischen Heraus- 
forderungen FERMATs von 1657 entstanden waren. Uber diese Auseinandersetzungen 
vgl. G. WERTHEIM: P. Fermats Streit mit J]. Wallis, Abh. z. Gesch. d. Math. 9, 555—576 
(1899) und J.E. Hormann: Neues tiber Fermats zahlentheoretische Herausforderungen 
von 1657, Abh. d. PreuB. Ak. d. Wiss., Jhrgg. 1943, math.-naturwiss. Klasse Nr. 9, 
Berlin 1944. 

10 Schon im Brief vom 24. VI. 1636 an MERSENNE (FOTII, 17/20, insbes. 20) 
erwahnt Fermat ein Mskr. iiber aliquote Teile (wahrscheinlich iiber die Lésungen von 
> a= 3a), das er vor langerer Zeit an J. DE BEAUGRAND gesandt habe. Hier. werde 
gezeigt, wie man unendlich viele Lésungen finden kénne. MERSENNE verweist in der 
Harmonie universelle I (vgl. FuBnote 9) auf diese Regel und erwahnt die Beisp.zle 
@=120=2*-3-5 bzw. 672=25-3-7. In der Harmonie universelle II (vgl. FuB- 
note, 9) wird die Regel (freilich ohne Nennung FeRmMats) hinzugefiigt: Ist a = 2"+* - 3p, 
dann ist p= (2"+# — 1):(2"+1). Aus n=1 folgt p=5 und aus m= 3  entsprechend 
p= 7. Im Brief an MERSENNE vom Herbst 1636 (FO IJ, 63/71, insbes. 66) bemerkt 
FERMAT erganzend, das sei sicherlich nicht die einzige brauchbare Regel, und im Brief 
an CARCAVI vom Herbst 1643 (FO II, 247/49, insbes. 248) wird das weitere Beispiel 
a= 2-5-+7-19-31°151 angefiihrt, zusammen mit den Beispielen 6 = 2’ 3*°x 
x 5°17+°23+°137> 547° 1093 und 2'*-3-5-7-19+ 31-151 fiir > b= 4b, c= 2! 35 73 192 
X5°13°37°73°127 und 2% 3% 72 13%-5-+149- 31-61 - 127° 337 fiir }c=5c und 
d = 2 38 59 13%--7-11-°19+ 29+ 31°43 -61- 113-127 und 2% 37 5% 74 143 138 172x 
X 34°41. 61 241 - 307 - 467 - 2801 fiir } d = 6d. Schon am 7. IV. 1643 (FO II, 253/56, 
insbes. 255/56) hatte FERMAT an MERSENNE das weitere Beispiel 2** 3° 5® 7? 13? 312 x 
x 11+19+43 + 61-83 +223 - 331-379-601 - 757 - 1201 - 7019: 112303 - 898423 616318177 
der Gruppe d angegeben. Aus diesen Beispielen geht hervor, daB FERMAT eine Tabelle 
der einfachsten Beispiele fiir > p"* besessen hat und diese passend zu kombinieren 
wuBte. 

11 Die erste Fermatsche Herausforderung ist enthalten im Brief vom 3. I. 1657 
(FO II, 332/33) an den Pariser Arzt Ci.-M. LauRENDIERE und wendet sich an alle 
europaischen Mathematiker, vor allem an jene Frankreichs, Englands und der Nieder- 
lande. Ein gleichlautender Text ging an K. Dicsy und war fiir J. WALLIs bestimmt 
(FO II, 333). Unzweifelhaft wollte Fermat die Fragestellungen auf Primzahlen x 
beschranken, hat dies jedoch nicht eigens gesagt und durch dieses Versiumnis FRE- 
NICLE die Méglichkeit zur Konstruktion von ,,Nebenlésungen“ in zusammengesetzten 
Zahlen gegeben. Uber die Einzelheiten vgl. HoFMANN?®. 

* Der Satz wird erstmals im Prief an FRENICLE vom 18. X. 1640 (FO IT, 206/ a 
insbes. “208/09) ausgesprochen, und zwar bereits in der verfeinerten Form a*— 1 = 
(mod p), wobei k Teiler von ~—1 (gegebenenfalls einschlieBlich ~—1 selbst) sein 
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in der Form 2’+1, woselbst g = 2” und eine ganze nicht negative Zahl ist, nur 
Primzahlen enthalten sind!*. Natiirlich spielt hier die Frage eine groBe Rolle, 
ob eine vorgegebene groBe Zahl Primzahl oder zusammengesetzt ist. FERMAT 
hat sich ein Verfahren ausgedacht, das auf der Verwendung einer hinlanglich 
weitreichenden Quadratzahltafel beruht™, jedoch von ihm selbst als noch nicht 
recht bequem bezeichnet wird}. 


mu8. FERmar fiigt sogleich hinzu, es miisse jedoch keineswegs stets ein ganzes posi- 
tives k geben, fiir das a* + 1=0 (mod p) wird. Dies trete bei gegebenem a fiir jede 
Primzahl p ein, zu der eine ungerade Zahl k als kleinstméglicher Exponent gehére, 
aus dem a* — 1=0 (mod ) folge. Zum. Beispiel sei 2*— 1 durch 23 teilbar; folglich 
gebe es kein ganzes k so, daB 2* + 1 durch 23 geteilt werden kénne. Sei aber der kleinst- 
médgliche Exponent k.gerade, dann sei a*:* + 1=0 (mod). Hieran schlieBt sich die 
in FuBn. 7 erwahnte Bemerkung iiber die Teilbarkeit von 2*7— 1 durch 223. Daraus 
folge, daB zu » = 36 keine vollkommene Zahl gehéren kénne. Im Brief an MERSENNE 
vom 15. VI. 1641 (FO II, 220/21, insbes. 220) werden weitere Einzelheiten iiber die 
Teilbarkeit von a* +1 mitgeteilt: Die Primzahlen der Form 12+ 5 sind in 3* +1 
enthalten, nicht aber die Primzahlen der Form 12”+1. Entsprechend sind die 
Primzahlen der Form 10 + 3 in 5* + 1 enthalten, nicht aber die Primzahlen der Form 
10” +1. FERMATs Beweise sind nicht erhalten. Vgl. unten FuGnote 27 u. 28. 

13 Erstmals bemerkt FeRMAT im Brief an FRENICLE vom August 1640? (FO JI, 
205/06, insbes. 206), er sei ,,sozusagen‘‘ davon tberzeugt, daB auf diesem Wege nur 
Primzahlen entstehen; er besitze zwar keinen vollgiiltigen Beweis, kénne jedoch 
durch untriigliche Schliisse eine sehr groBe Anzahl von Teilern ausschlieBen. Als 
wahrscheinlich wird der Satz auch im weiteren Brief FERMATs an FRENICLE vom 18. X. 
1640 (FO II, 206/12, insbes. 208) bezeichnet. Im Brief an MERSENNE vom 25. XII. 
1640 (FO II, 212/17, insbes. 212/13) spricht FERMAT davon, daB diese Aussage, falls 
‘richtig, sehy niitzlich sei. MERSENNE muB die Fermatsche Vermutung bereits als 
feststehenden Satz an E. TorRRICELLI weitergegeben haben — die Originalstelle ist 
gegenwartig noch nicht wieder aufgefunden. Die Existenz des Fermatschen Briefes 
an MERSENNE fiir ToRRICELLI schlieBen wir daraus, daB in einer Aufzeichnung Torri- 
CELLIs vom 2. Halbjahr 1646, die eine Zusammenstellung von merkwiirdigen, Satzen 
enthalt, auch die Fermatsche Vermutung erscheint: E. TorRIcEL.L1, Opere III, ed. 
G. Lorta-G. VassurRA, Faenza 1919, 7—32, insbes. 16. Sie wird weiterhin erwahnt 
im Brief TorRICELLIs an P. pE Carcavi vom 8. VII. 1646 (ebda 405/07, insbes. 405). _ 
Wesentlich vorsichtiger 4uBert sich FERMAT im Brief'an Bi. PascaL vom 29. VIII. 
1654 (FO II, 307/10, insbes. 309/10), der Beweis sei sehr schwierig und ‘FERMAT sei 
damit noch nicht gavz zustande gekommen. Im Schreiben FERMATs an DIGBY vom 
Juni 1658 erscheint die Vermutung als zu beweisendes Problem (FO II, 402/08, insbes. 
404/05), und im Brief an Carcavi fiir Cork. HuyGENs vom August 1659 als fester Satz 
von groper Bedeutung (FO II, 431/36, insbes. 434). Als eine Aussage, von deren Rich- 
tigkeit FERMAT tiberzeugt ist, erscheint der Satz auch in der Abhandlung . De solutione 
problematum geometricorum per curvas simplicissimas et unicuique problematum generi 

oprie convenientes dissertatio tripartita, die vermutlich um 1658 ihre endgiiltige Form 
erhielt (FO J, 118/131, insbes. 131). Zur Datierung dieser Abhandlung vel. Hor- 
MANNY, S. 39. 

14 Im-Brief an MERSENNE vom 26. XII. 1638 (FO FI, 176/78, insbes. 176/77) sagt 
FERMAT im Zusammenhang mit einer Bemerkung iiber aliquote Teile, man werde 
immer wieder auf die Frage gefiihrt, ob eine der mitverwendeten Zahlen Primzahl 
sei oder nicht. Um das zu entscheiden, stehe ihm nur die Siebmethode (des Era- 
TOSTHENES) zur Verfiigung; freilich geniige es, mit Teilern zu priifen, die Ya nicht 
iiberschreiten. Im Brief an MERSENNE vom 1. IV. 1640 (FO II, 186/94, insbes. 187) 
erhofft FERMAT von’ FRENICLE, der ja so viele Primzahlbestimmungen. durchgefiihrt 
habe, ein besseres Verfahren.. Im Brief an MERSENNE vom 7. IV. 1643 (FO II, 253/56, 
insbes. 256) erwadhnt er, daB 100°895”598°169 nicht Primzahl, sondern das Prodykt. 
aus 898°423-112°303 ist (hierzn vgl. das entsprechende Beispiel zur Gruppe @ in 
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Grundsitzliche Bedeutung: kommt dem Fermatschen Satz zu, da jede Prim- 
zahl der Form 4n+-1 Summe zweier teilerfremder Quadratzahlen ist®, Er ist die 
Eingangspforte fiir zahlreiche weitere Satze, die sich auf die Darstellung natiir- 


FuBnote 10). In einem an einen unbekannten Emp- 2°027651°281 
fanger gerichteten Fragment (FO JI, 256/58) deutet — 45°030? — 49'619 . 
Fermat folgendes Verfahren an: er geht aus vonder —45'9312—  139°680 90°061 
kleinstméglichen Quadratzahlb*>aundbildetdurch —45'9322— 220°743 90°065 
schrittweises Addieren von 2b+1, 26+3,...immer —45'9332—  319°808 90°065 
groBere Quadratzahlen c*. Erhalt er auf diesem —45"9342—  4009°875 90°067 
Wege einmal c* —a = d?, dann ista=(c+d)(c—d) —45'9352—  499'944 
zusammengesetzt. Am Beispiel 45 = 7%?—2*= —45'036?— 5090°015 90°071 
= 9? — 6? = 23? — 22? deutet er an, daB es geniigt, —45°9372— 630'088 | 90.973 
bis zu c=$(a+1) fortzuschreiten. An dem in —45'9382— 770°163 | 90°075 
der nebenstehenden Tabelle ausgefiihrten Beispiel —45'9392—  60'240 | 90977 


2°027’651°281 wird das Verfahren in einem (natiir- —45'9492— 950°319 | 90.979 
lich fiir diesen Zweck eigens praparierten) Fall —45'9442— 1040°400 | 90081 - 
vorgefiihrt. Ubrigens wei8 Fermart, daB dieses Vet- 7 arr a 


fahren auf Grund der bei Quadratzahlen méglichen 
bzw. unzulassigen Endziffern noch mancherlei Ab- 
kiirzungen gestattet. 

18 Brief an CARCAVI iiir HUYGENS vom August 1659 (FO IJ, 431/36, insbes. 435). 

16 Dieser Satz erscheint erstmals, jedoch ohne Beweis, unter den Zusatzen, die 
A. G1rarD der von ihm besorgten Neuausgabe von S. Stevin: Pratique d’arithmétique, 
Leiden 1625, S. 622 = Euvres mathématiques, Leiden 1634, S. 156, Spalte 1 beigegeben 
hat. Es handelt sich um den Zusatz zu DIOPHANT, Arithmetica V, 12 [9] (d.h. prop. 12 
alterer = 9 neuerer Zahlung): Die Zahil 1 soll als Summe zweier Briiche dargestellt werden, 
deven jeder bei Vermehrung um die naémliche Zahl a eine Quadratzah: gibt. Hierbei darf 
a nicht ungerade und 2a+ 1 nicht durch eine Primzahl der Form 4” + 3 teilbar sein. 

In der griechisch-lateinischen Ausgabe des DiopHant, die von CL.G. BACHET 
pE Méztriac besorgt und mit eingehenden Erlauterungen versehen wurde (Paris 1621), 
ist der griechische Text des einschrankenden Zusatzes (wie in simtlichen bisher bekann- 
ten griechischen Handschriften) nicht richtig wiedergegeben. Diese Ausgabe besaB 
FErmat und hat in sein Handstiick jene beriihmten Randnoten eingetragen, die dann 
in der (philologisch unzureichenden) Wiederausgabe des DiopHant durch seinen 
Sohn S. Fermat (Toulouse 1670) abgedruckt sind. Erst Fermat hat erkannt, wie der 
einschrankende Zusatz richtig heiBen muB (FO I, 314). 

In der Korrespondenz erscheint ein Hinweis daraus im Brief an RoBERVAL vom 
August 1640 (FO II, 202/05, insbes. 203). Ubrigens ist Bacnet selbst sehr nahe an 
den Quadratensatz von GIRARD herangekommen. Er spricht in seinem Kommentar 
zu der fraglichen Stelle davon, da8 ,,fast alle Primzahlen der Form 4+ 1” (omnes 
fere hujusmodi numeri) Summen von zwei Quadraten sind, und in den Erlauterungen 
zu DiopHant IV, 31 [29] bemerkt er sogar, daB jede ganze Zahl Summe von zwei, 
drei oder vier Quadraten ist, fiihrt die Zerlegung bis zu +20 (nicht ganz vollstandig) 
durch und fiigt hinzu,-er habe die Sache bis zu 325 durchgepriift. Mehr als diese 
Plausibilitatsbetrachtung gibt BacHET allerdings nicht. Die namliche Stelle veranlaBt 
FERMAT zu der erganzenden Feststellung, jede ganze Zahl lasse sich als Summe von 
héchstens n n-Eckszahlen darstellen (FO I, 305). 

Der Quadratensatz bzw. ahnliche Satze erscheinen in der Korrespondenz seit 
dem Jahr 1638. So wissen wir, daB MERSENNE am 22. III. 1638 an R. DescarTEs 
schrieb, FERMAT habe bewiesen,.da8 keine Zahl der Form 4m — 1 Quadratzahl oder 
Summe zweier Quadrate sein kénne, gleichgiiltig, ob die Zerlegung in ganzen oder 
gebrochenen Zahlen volizogen werde (vgl. FO IJ, 203, FuBnote 3). Frermat selbst 
wiederholt diesen Satz im Brief an RoBERVAL vom August 1640 (FO II, 202/05, 
insbes. 203/04). Der Quadratensatz selbst wird ausgesprochen im Brief an MERSENNE 
vom 25. XII. 1640 (FO JI, 212/17, insbes. 213) und erscheint auch in der Bemerkung 
zu Diopuant III, 22 [19] (FO J, 293/94), dann im Brief an FRENICLE vom 15. VI. 1641 


= 44'021 - 46°061 
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licher Zahlen als Summe von Quadratzahlen beziehen", die Anzahl Pythago- 
reischer Dreiecke mit gegebener Hypotenuse’ und 4hnliches zu ermitteln ge- 
statten und die Auflésbarkeit der Gleichung x*—ky?=1 (k ganz und positiv, 
nicht Quadratzahl) betreffen”. 

Weiterhin stellt FERMAT vermittels der descente infinie die Unmédglichkeit 
gewisser zahlentheoretischer Beziehungen fest. Es sind hauptsdchlich ihrer vier, 
namlich die Nichtexistenz Pythagoreischer Dreiecke, die eine Quadratzahl zur 
Flache haben, die Unméglichkeit von a‘+ b* =c‘ in ganzen von Null verschiedenen 
Zahlen, die Unméglichkeit von a*+ 5? =c* in ganzen von Null verschiedenen Zah- 
len und die Nichtexistenz von vier Quadratzahlen in arithmetischer Reihe™. 
Die so beriihmt gewordene weitere Behauptung FERMATs, daB namlich a*-+ 6" =c” 


(FO II, 221/26, insbes. 221/23). Dort wird er als der Hauptsatz iiber Pythagoreische 
Dreiecke bezeichnet, jedoch wird hinzugefiigt, der Beweis und die Bestimmung der 
Quadrate seien schwierig. DemgemaB stellt FERMAT im Brief an PascaL vom 25. IX. 
1654 (FO II, 310/14, insbes. 313) die Aufgabe, diese Quadrate zu bestimmen, ebenso 
auch in den Fallen p=6n+1=%?+ 3y? und p=2(4n+1)+1=%2+2y*%. Im 
Brief an DicBy vom Juni 1658 (FO IJ, 402/08, insbes. 403) werden diese Satze kurz 
wiederholt. Hinzugefiigt ist (FOII, 405), daB 2p=2(8"—1) = %#*#+ y?+ 2%, und 
daB das Produkt aus Primzahlen der Form 20 + 3 stets von der Form x*+ 5 y? ist. 
SchlieBlich wird im Schreiben an Carcavi fiir HuyGENs vom August 1659 (FO II, 
431/36, insbes. 432) berichtet, FERmMaT habe zwar die fiir seine Untersuchungen kenn- 
zeichnende Methode der descente infinie erfolgreich auf megative Satze anwenden 
k6énnen, nicht aber auf positive. Endlich sei ihm jedoch der Beweis des Quadraten- 
satzes auf indivektem Wege gelungen, indem er gezeigt habe, falls eine Primzahl der 
Form 4n + 1 nicht x? + y? sei, miisse es eine kleinere der namlichen Eigenschaft geben. 
Dabei werde man schlieBlich auf 5, die kleinste Primzahl der Form 4m + 1, gefiihrt. 
Diese sei aber Summe zweier Quadrate; also sei der Quadratensatz ausnahmslos 
richtig. 

17 Hier ist vor allem der Vierquadratensatz BACHETs zu erwahnen, auf den schon 
in FuBnote 16 hingewiesen wurde. FERMAT spricht von ihm erstmals im Brief an 
MERSENNE vom Herbst 1636 (FO II, 63/71, insbes. 65); dort wird dann auch erwahnt, 
daB jede natiirliche Zahl als Summe von héchstens » -Eckszahlen dargestellt werden 
kann. Diese Satze sind fiir A. JumMEAuU DE St. Crorx bestimmt, der sie beweisen soll. 
Sie finden sich auch in der Randnote FERMATs zu DiopHant IV, 31 [29] (HO I, 305; 
vgl. FuBnote 16). An dieser interessanten Stelle bekundet Fermat die Absicht, seine 
zahlentheoretischen Entdeckungen in einem eigenen Werk zusammenfassend dar- 
zustellen; deshalb wolle er den Beweis erst dort geben. 

18 Brief an MERSENNE vom 25. XII. 1640 (FO JI, 212/17, insbes. 213/15) und 
Randnote zu Diopuant III, 22 [19] (FO J, 293/97). 

19 Dieses Problem ist Gegenstand der zweiten zahlentheoretischen Herausforderung 
FrerMATs, dem Wortlaut nach bekannt durch die am 2. III. 1657 von Ct. MyLon 
an HuyGeEns weitergegebene Abschrift (FO IJ, 333/34). Das vermutlich im Februar 
1657 an FRENICLE iibersandte Originalschreiben FERMATs ist verschoilen. Dort war 
entweder die allgemeine Auflésung oder die Behandlung der Falle k = 61, 109, 127 
gefordert. Der fiir WALLIs bestimmte Text (FO JI, 334/35) hat die Werte k = 149, 
109, 433. Uber weitere Einzelheiten vgl. WERTHEIM® und HorMann’, iiber die aus 
den Zahlenbeispielen erkennbare Methode FErMAts und ihre Wiederherstellung 
J.E. Hormann: Studien zur Zahlentheorie Fermats (iiber die Gleichung x* = py* +1), 
Abh. d. Preu8. Ak: d. Wiss. Jhrgg. 1944, Math.-naturwiss. Kl. Nr. 7, Berlin 1944. 

20 Die Hauptstellen beziiglich dieser vier Unméglichkeitsprobleme sind FERMATs 
Briefe an MERSENNE vom Herbst 1636 (FO II, 63/71, insbes. 65) und Mai 1640 (FO IJ, 
194/95, insbes. 195), ferner die Randnoten zu Diopuant II, 8 (FO J, 291); V, 32 [29] 
(FO I, 327) und VI, 26 [24] (FOI, 340/41), dort mit ziemlich deutlicher Schilderung 
des zur Behandlung des ersten Problems angewendeten Verfahrens. 
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(n ganz =3) in ganzen von Null verschiedenen Zahlen nicht bestehen kann™, 
findet sich nur ein einziges Mal, namlich in der Randnote zu DiopHaAnt, Arith- 
metica II, 8. Uber diese Angelegenheit wird in Abschnitt 9 noch kurz zu 
sprechen sein. 

SchlieBlich gibt es ein wichtiges Gebiet, tiber das sich FERMAT hauptsachlich 
in den (fast véllig verschollenen) Briefen an J. DE BILLY ausgesprochen hat und 
das in dessen Einleitung zur Diophant-Ausgabe’® von 1670, dem Doctrinae 
analyticae inventum novum®, eingehend, wenn auch schwerlich ganz im Sinne 
FERMATs behandelt wird. Gemeint ist die Behandlung der sog. doppelten Glet- 
chungen® im I. Teil des Inv. nov., die Ausdehnung auf dreifache und mehrfache 
Gleichungen im II. Teil, und schlieBlich im III. Teil die Auflésung der Glei- 
chungen mit rationalen Koeffizienten 


(1.1) Ax4+ Bx84+Cx*#4+ Dx+E=y? (A + 0) 
bzw. 
(1.2) Axv+ Bxv?+Cx+D=y' (A + 0) 


in rationalen Zahlenpaaren (x;y). Auf diesen Problemkreis soll im folgenden 
genauer eingegangen werden. 


2. Uber Eulers Ringen um Fermats zahlentheoretische Methoden 


Erst in L. EULER findet FERMaAT den groBen Fortsetzer. In seinen jiingeren 
Jahren beschaftigt sich EULER nur nebenher mit zahlentheoretischen Fragen. 
Er entdeckt zwar — einen Hinweis CHR. GOLDBACHs naher verfolgend** — 
daB FERMATs Vermutung tiber die Primzahleigenschaft! von 2’+ 1, wenn g = 2", 
nicht richtig ist **, und findet nach einigen vergeblichen Versuchen * einen Beweis ?’ 


21 FOI, 291. 

22 Das Inv. nov., wie es kurz im nachfolgenden bezeichnet werden soll, ist in der 
Diophant-Ausgabe von 1670 selbstandig paginiert. Eine von ‘P. TANNERY besorgte 
franzésische Ubersetzung .befindet sich in FO III, 323/98, eine mit wertvollen Er- 
lauterungen versehene lateinisch-deutsche Ausgabe stammt von P. v. SCHAEWEN, 
Berlin 1910. Ich zitiere im nachfolgenden stets nach den Teilen I, II, III mit zugesetzter 
Nummer der fraglichen Prop., also z.B. I, 7. 

#3 Die Diophantische Bezeichnung dindowsdtng findet sich erstmals in den Arithm. 
II, 12 [11]. Bei DiopHant handelt es sich fast ausschlieBlich darum, zwei in einer Un- 
bekannten *% lineare Ausdriicke mit ratiénalen Koeffizienten durch Wahl passender 
rationaler Werte gleichzeitig zu Quadraten zu machen. BacHET, FERMAT und BILLY 
verwenden die nicht recht gliickliche Bezeichnung aequatio duplicata. Vgl. auch FuB- 
note 73: 

24 GoLDBACH-EULER, 1. XII.1729. Vgl. P.H. Fuss: Correspondance mathé- 
matique et physique de quelques célébres géométres du XVIII*™* siécle, Pétersbourg 
1843, Bd. I, 8—10, insbes. 10. 

25 Observationes de theoremate quodam Fermatiano aliisque ad numeros primos spec- 
tantibus, der Petersburger Akademie am 26. IX. (7. X.) 1732 vorgelegt. Erstdruck in den 
Commentarii ac. sc. Petropol. 6, 103 —107 (1732/38), 1738. Heute maBgeblicher Wieder- 
druck in L: Ever, Opera mathematica II, ed. F. Rupio, Leipzig 1915 [= EO IJ], 1—5. 

#6 Diese Versuche finden sich in den Observationes*. 

%” Theorematum quorundam ad numeros primos spectantium demonstratio, der 
Petersburger Akademie am 2. (11.) VIII. 1736 vorgelegt, Erstdruck in den Comm. 
ac. sc. Petropol. 8, 141—146 (1736), 1741 = EO II, 33—37. 
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fiir den kleinen Fermatschen Satz™; weit gréBere Schwierigkeiten bereitet ihm 
jedoch der Beweis des Quadratensatzes'®™, und er gesteht, daB er zwar groBes 
Vergniigen bei zahlentheoretischen Betrachtungen empfinde, aber die ange- 
wendeten Methoden schon bei kurzer Unterbrechung seiner Untersuchungen 
wieder vergesse™, 

Mit der Abfassung der Algebra®, die so viele interessante Beitrige zur 
unbestimmten Analytik enthalt**, und nach der Erblindung setzt die an- 
dauernde und besonders fruchtbare Beschaftigung mit zahlentheoretischen Fragen 


% G.W. LerBniz hat den Satz (wahrscheinlich selbstandig) nacherfunden und 
in einem zu seinen Lebzeiten nicht zum Druck gekommenen Mskr. des Titels Nova 
algebrae promotio, das um 1694 entstanden sein diirfte, auf die namliche Weise wie 
EuLErR®” erwiesen: G.W. Le1Bn1z: Mathematische Schriften VII, ed. C.I. GERHARDT, 
Halle 1863, 154—189, insbes. 180, wo LerBNniz diesen Satz zur Kennzeichnung der 
Primzahlen verwendet wissen will. 

*% EuLErs Beweisversuche beginnen mit den Theoremata circa dtwvisores numerorum, 
in der Berliner Akademie der Wissenschaften und der Literatur am 23. III. 1747 
gelesen, der Petersburger Akademie am 2. (11.) IX. 1748 vorgelegt. Erstdruck in 
den Novi commentarii ac. sc. Petropol. 1, 20—48 (1747/48), 1750=EOII, 62—85. 
Hier wird auf Grund des kleinen Fermatschen Satzes gezeigt, daB im Fall teiler- 
fremder Zahlen a, b+0 (mod p=4mn—1) gilt: (a*)**—1— (b*)?"—-!=0 (mod p), also 
(a*)?"—1 + (b*)2*-14-0 (mod p), weil zu (a*)?*—! — (b*)?"—! teilerfremd. Nun ist aber 
a*+ b? in (a*)?*~1 + (b*)?*—1 enthalten, folglich mit Sicherheit zu p teilerfremd. In 
der Abhandlung De numeris, qui sunt aggregata duorum quadratorum, in der Berliner 
Akademie am 20. III. 1749 gelesen, der Petersburger Akademie unbekannten Datums 
1752 oder 1753 vorgelegt, wird ein neuer Weg gesucht. Diese Abhandlung wurde . 
erstmals gedruckt in den Novi comm. ac. sc. Petr. 4, 3—40 (1752/53), 1758=EO TI, 
-295—327. Hier wird gezeigt, daB mit a*+ b= auch (a+ b)*+ (a—b)*= 2p ist 
und daB dieser Satz umgekehrt werden kann. Dann wird die Zerlegung (a* + b*) x 
x (c?+ d*)= (ac +bd)*+ (ad F bc)* und ihre Umkehrung erwiesen. Ist nun p = 4m + 1 = 
=a*+ b* und pq = A? + B?, dann ist auch g = c? + d*. Daraus folgert EULER vermége 
einer descente, Mab die Summe zweier teilerfremder Quadrate nur Primfaktoren der 
Form 4n+1 “besitzt. Die Umkehrung, also der Fermatsche Quadratensatz, wird 
schlieBlich in der Demonstratio theorematis Fermatiani omnem numerum primum 
formae 4n +1 esse summam duorum quadratorum erwiesen. Diese Abhandlung wurde 
am 15. X. 1750 in der Berliner Akademie gelesen, der Petersburger Akademie unbe- 
kannten Datums der Jahre 1754/55 vorgelegt und erstmals in den Novi comm. ac. sc. 
Petr.5, 3—13 (1754/55), 1760=EOJI, 328—337 abgedruckt. Jetzt verwendet 
Eu.#r den Umstand, daB nicht alle Differenzen der 2m-ten Potenzen aufeinander- © 
nam ganzer Zahlen durch p= 4n +1 geteilt werden kénnen. Das angewendete 
Veffahren ist zwar sehr geistreich, enthalt jedoch Schliisse, die schwerlich dem Vor- 
gehen FEeRMats entsprechen. Ein méglichst eng an FERMAT angeschlossener Beweis 
findet sich in HoFMANN?®, 5—7. 

30 Brief an GoLtpBAcH vom 4. IX. 1751 (Fuss™ I, 549/52). 

31 Die Vollstandige Anleitung zur Algebra erschien erstmals-in der russischen 
Ubersetzung von P. InocHopTzEFF-I. Jup1n, Petersburg 1768, dann in der deutschen 
Urfassung Petersburg 1770= EO J, ed. H. WeBeEr, Leipzig 1911. Die im deutschen 
Sprachgebiet meistgelesene Ausgabe ist die ohne Herausgeber und Ausgabejahr 
zu Leipzig bei Pu. Reciam erschienene. Es handelt sich bei dieses ,, Neuen Ausgabe“ 
um eine von L. NATANn! besorgte Textrevision, die erstmals 1883 erschien und haufig 
nachgedruckt wurde. Eine erneut revidierte Fassung von J.E. HOFMANN unter Mit- 
wirkung von J. NIESSNER ist in Stuttgart 1959 erschienen. 

32 Diese Beitrage machen die 15 Kapite} mit 250 Artikeln des 2. Atasbainien( des 
zweiten Teils der Algebra aus. 
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ein**, Mit gréBtem Erfolg befaBt sich nunmehr EULER mit den Gegenstanden der 
Fermatschen Zahlentheorie, jedoch weichen die angewendeten Methoden gelegent- 
lich stark von den mutmaBlich Fermatschen ab. Es gibt aber einige Frage- 
stellungen, bei denen eine ziemlich enge gedankliche, wenn auch nicht so sehr 
literarische Verwandtschaft zu verspiiren ist. Das gilt vor allem fiir die Behand- 
lung der Gegenstande, die im Inv. nov. auftreten, und hierbei ist EULER in spa- 
terem Alter ein wesentliches Stiick iiber FERMAT hinausgekommen. 

Aus der Fiille der einschlagigen Einzelprobleme, die sich im Briefwechsel 
FERMATs bzw. in den Randnoten zu DIoPHANT vorfinden, sollen im folgenden 
drei mir besonders kennzeichnend erscheinende herausgegriffen werden, um an 
ihnen die eingeschlagenen Methoden FERMATs deutlich werden zu lassen. Das 
erste dieser Probleme bezieht sich auf die Bestimmung flachengleicher Pythago- 
reischer Dreiecke, das zweite auf das sog. Vierkubenproblem und das dritte auf 
die Ermittlung Pythagoreischer Dreiecke, deren Hypotenuse und deren Katheten- 
summe Quadratzahlen sind. Daran schlieBt sich eine Diskussion der allgemeinen 
Betrachtungen im Inv. nov., hierauf ein Uberblick iiber EULERs Beitrage zu diesem 
Gegenstand und alsdann eine Untersuchung iiber die Bedeutung der von FERMAT 
und EULER ‘verwendeten Methoden. 


3. Von der Bestimmung flachengleicher Pythagoreischer Dreiecke 


Die Anregung geht von DIopHANT™ aus, der in den Arithm. V, 8 [Lemma 2 
zu 6] drei flachengleiche Pythagoreische Dreiecke bestimmt. Zuerst, sagt Dio- 
PHANT, miissen zwei Zahlen x, y so gewahlt werden, daB x*+ xy+ y?=(]. Wie 
man das machen soll, wird in Arithm. V,7 [Lemmai1 zu 6] am Beispiel y =1 
erlautert: x?+4 x*+41=(2—-x)* liefert x =%; daraus entsteht nach Beseitigen 
der Briiche und Erweitern mit einem Proportionalitatsfaktor 4 die Beziehung 
(3.4) (3A)? + (34) - (5A) + (5A)? = (74). 

Die aus den Zahlenpaaren (7,3), (7,5) und (7,3+5) erzeugte Pythagoreischen 
Dreiecke mit den Seiten (40, 42; 58), (24,70; 74), (15,112; 113) und der Flache 840 
haben die geforderte Eigenschaft. 

Was bei DIOPHANT nur in Worten gesagt bzw. kurz.angedeutet ist, findet 
sich bei Fr. VIETE* in algebraisierter Form naher ausgefiihrt. Der heute tiblichen 


33 Diese Arbeiten umfassen bereits einen groBen Teil von EO III, ed. F. Rupio, 
Leipzig 1917 und werden in EOJV, ed. R. Fuster, Ziirich 1941, und in EO V, ed. 
FuETER, Genf 1944 zu Ende gefiihrt. In ‘EO V steht auch die interessante Ubersicht 
tiber die Beitrage EULERs zur unbestimmten Analytik in der A/gebra aus der Feder 
von A. SPEISER. 

34 Verwiesen sej auf die heute maBgebliche griechisch-lateinische Ausgabe von 
P. TANNERY, Leipzig 1893/95, mit der die neue Zahlung der einzelnen Stiicke beginnt. 
Von dieser Ausgabe hangt die englische Ubersetzung von Tu.L. HeEatu, Cambridge 
1885, 21910, die franzésische Ubersetzung von P. ver EEckE, Briigge 1926 und die 
deutsche Ubersetzung von A. Czwatina, Géttingen 1952-ab, jedoch hat die Altere 
deutsche Ubersetzung von G. WERTHEIM, Leipzig 1890, ihren Wert noch keineswegs 
verloren, zumal sie auch sehr stark auf die Zusatze FERMatTs in den Randnoten eingeht. ° 

35 Zeteticorum libri quinque, Tours 1593 = Opera, ed. FR. vAN SCHOOTEN, Leiden 
1646. Es handelt sich um prop. 10/11 aus Buch V. Zum Gegenstand vgl.:auch J.E. 
HOFMANN: A propos d’un probléme de Roberval, Revue d’histoire des sciences et de 
leurs applications 5, 312—318 (1952), woselbst der Origmaltext VizTEs abgedruckt 
und mit Erlauterungen versehen ist. 
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Schreibweise angepaBt, sieht ViittEs Vorgehen so aus: In prop. 10 wird der Dio- 
phantische Hilfssatz vermége** 


(3.2) a*+ ab+ b?=c? = (a — d)? 
auf 
(3.3) a:b: (d — a) = (d* — b*) : b(b+ 2d): (b?+ bd+ a?) 


zuriickgefiihrt. Der prop. 11 schickt VIETE einen fiir uns selbstverstandlichen 
Hilfssatz voraus, der in unserer Formelsprache so lautet: 


(3.4) a-(ab + 6%) =b- (a®+ ab) =(a+b)-ad. 


Dann erzeugt VIETE ein Pythagoreisches Dreieck mit den Katheten x, y und der 
Hypotenuse z gema8 dem in EvKLID, Elem., Lemmai nach X, 28 Gesagten, 
namlich* . 
(3.5) Bry: z2=2uv: (ui — v?): (w?+ v?). 

Die Flache } - xy des Dreiecks ist also bis auf einen Quadratfaktor, den wir auch 
linear in « und v eingehen lassen kénnen, dargestellt durch® 


(3.6) A = uv(u? — v?), 


Nun bildet VizTE drei Pythagoreische Dreiecke aus den erzeugenden Paaren 
(a, c), (b; c) und (a+ 8, c), die der Bedingung (3.2) geniigen. Sie haben die Seiten 


x | 2ac | 2bc 2(a+b)c 
c*— a? | c*§ — 5° (a + b)?—c? 
I I I 
(a+b)b | (a+b)a ab 


Zz | c?+ aq? | c? + b2 | (a+b)2+c2 
also jedesmal die namliche Flache, namlich 4 =abc(a+b). Mit a=3, b=5, 
c=7 erhalt ViETE das Zahlenbeispiel aus den Arithm. Ersichtlich hat er den 


bei DiopHANT nicht hinreichend deutlich herausgearbeiteten Lésungsgedanken 
in voller Reinheit und mit groBer formaler Eleganz wiedergegeben™. 


386 Da VitTE nur positive GréBen durch Buchstaben bezeichnet, ist der Ansatz 
(3.2) inkonsequent. Richtig miiBte d—a statt a—d stehen; auBerdem miiBte aus- 
driicklich gesagt werden, daB b<d zu nehmen ist. Im Erlauterungsbeispiel b = 1, 
d = 2 von VikTE, das auf die Diophantische Lésung zuriickfiihrt, ist das stillschweigend 
so gemacht. 

37 EUKLID geht aus von der in Elem. II, 6 bewiesenen Identitat a? + (2a+ 6b) b= 
=(a+5)? und setzt mit (2a+5) : b=u?*:v? fort. Freilich wird dies nicht in algebraischer 
Form ausgedriickt, sondern in der bei EUKLID stets verwendeten geometrischen Ver- 
kleidung. 

38 FERMAT driickt sich in der Randnote zur Definition 6 des III. Buches der 
Bachetschen Porismata, die der Diophant-Ausgabe!* von 1621 und 1670 vorangehen, 
wie folgt aus: Die Flache des Pythagoreischen Dreiecks 14Bt sich als: Produkt aus drei 
aufeinanderfolgenden Gliedern (namlich u—v,u,u-+v) und der Differenz (nam- 
lich v) einer arithmetischen Reihe ansehen, wobei das Dreieck aus dem mittleren 
Glied (namlich u) und der Differenz (namlich v) ,,erzeugt’ ist. Vgl. FO J, 291. 

89 In etwas anderer Wendung 1l4Bt sich der Viétesche Gedanke so ausdriicken: 
haben zwei Pythagoreische Dreiecke mit den Erzeugenden (a, c) und (b, c) die nam- 
liche Flache, dann ist ac(c* — a*) = bc(c?— b®). Nach Division mit c(a—b) +0 ent- 
steht also a*?+ab+b?=c?, usw. In dieser Fassung erweist sich die Fragestellung 
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Erst FERMAT findet einen Weg, der iiber DiopHANT und Vi&TE hinausfiihrt ”. 
Er berichtet hieriiber in der Randnote zu Diopuant V, 8 folgendes*!: Die Pytha- 
goreischen Dreiecke mit den Seiten (3,4; 5) bzw. (2 ‘ 03 ) sind flachen- 
gleich. Sind die Seiten des ersten Dreiecks (a, b; c), dann wird das zweite Dreieck 
aus dem Zahlenpaar (2a), c*) erzeugt, jedoch miissen dessen Seiten noch durch 
2c (a* — b?) dividiert werden. 

In einer Mitteilung an J. DE BILLY, die dann im Inv. nov. I, 38 wiedergegeben 
ist, bedient sich FERMAT einer weiteren Methode, die auf einem rein numerischen, 
jedoch ebenfalls unbeschrankt fortsetzbaren Ansatz beruht**. Er gibt dem neuen 
Pythagoreischen Dreieck die Seiten 4+ x, 3 und erhalt die doppelte Gleichung 


3.7) 4+ 8%+25=0 (aus der Bedingung fiir die Hypotenuse) | 
3(x+4)=6(0 (aus der Flachenbedingung) ~ 


Nun wird die erste Gleichung mit 4, die zweite mit 5° multipliziert *: 


2 100 = 42 
3.8) g + 32x + 100 A 
25x+100=v 


als verwandt mit einigen Aufgaben aus DiopHANT, Arithm. IV. Dort wird namlich 
in 9 [8] die Auflésung von a* + c= b®, a+c=b gefordert, in 10 [9] die Auflésung von 
a®*+c=b,a+c=b5', in 11 [10] die Auflésung von a* + b? =a+ bd, in 12 [11] die Auf- 
lésung von a*—b?=a—b und in 13 [12] die Auflésung von a*+b=b'+a. Fiir 
uns ‘kommt es hier auf die Gleichung a? +ab+b?=1 an, d.h. auf die inhomogene 
Form von (3.2) mit c = 1. Uberraschenderweise finden wir bei DiopHaNT nur ungelenke 
Lésungsversuche vor, die mehr durch Zufall als auf Grund einer den Sachverhalt 
wirklich erklarenden Uberlegung zum Ziel fiihren. Die Zahlenbeispiele DiopHANts 
lassen sich auf die beiden Identitaten 8*+ 8-7+72= 13? und 8*—8-5+5%= 7? 
zuriickfiihren. 

40 Schon im Brief an P. BroLARD DE St. MARTIN vom 31. V. 1643 (FO II, 258/60, 
insbes. 260) erwartet FERMAT die Herstellung von vier flachengleichen Pythagoreischen 
Dreiecken; im etwas spater geschriebenen Brief an Carcavi fordert er die Bestim- 
mung von beliebig vielen flachengleichen Pythagoreischen Dreiecken (FO II, 247/49, 
insbes. 248/49) und erwahnt ausdriicklich, daB DiopHANT und Vi&TE nur drei flachen- 
gleiche Dreiecke herstellen konnten. Ahnlich driickt er sich im Brief an MERSENNE 
vom 1. 1X. 1643 aus (FO JI, 262/64, insbes. 263). Dort antwortet er auf einen uns 
unbekannten Brief von BrOLARD, der zu diesem Zeitpunkt noch hoffte, mit dem Pro- 
blem fertig werden zu kénnen. Dies ist BRULARD jedoch anscheinend nicht gelungen; 
das schlieBen wir daraus, daB iiber diese Sache in keinem weiteren Brief FERMATs 
etwas zu finden ist. 

* 41 FO I, 309/11. Vgl. ferner die deutsche Ubersetzung der Randnoten FERMATs 
von M. MILLER in- Ostwalds Klassikern Nr. 234, Leipzig 1932, 15/17. Das namliche 
Verfahren wendet FeRMaAT auf das Dreieck (20, 21; 29) an und erhalt aus den Er- 
zeugenden (840, 841) das Dreieck mit den Seiten 1’°421°880 = 2‘ 29?- 3-5-7, 1681 = 
=417; 1°°421°881. Werden dessen Seiten durch 1189 = 29 - 41 dividiert,.dann ist das 
Dreieck flachengleich zu den von DiopHANT angegebenen Dreiecken. Im Inv. nov. . 38 
wird dieses Dreieck ebenfalls angefiihrt, jedoch sind die fraglichen Briiche ohne einen 
fiir uns ersichtlichen Grund noch mit 16 erweitert. Das ist schwerlich im Sinne 
FERMATs gewesen, der im Gegensatz zu BILLy am Ende der. Randnote zu DIOPHANT 
die vier flachengleichen Dreiecke in kleinstméglichen ganzen Zahien angibt. 

42 In Ostwalds Klass. *! ist die Rechnung im AnschluB an Inv. nov. I, 38 ebenfalls 
angegeben. 

43 Nie nachfolgende Rechnung fehlt im Inv. nov. ; mitgeteilt ist nur das Ergebnis 
fiir * und x + 4, und zwar in ausgerechneter Form, nicht in der den Zusammenhang 
viel klarer aufzeigenden mit den Primfaktoren. 


Zahlentheoretische Methoden FERMATs und EULERs 133 


Durch Subtraktion ergibt sich iis = 
—_«—-__—_—_——— 
(3.9) . 4084+ 7% =ut—vi= (3° + 20). . 


Hier ist der linke Ausdruck so in Linearfaktoren hinsichtlich x zerlegt, daB u 
und v das absolute Glied 10 erhalten: 


1649% 1551% 
280 280 + 10, 


Jetzt liefert die Gl. (3.8) den Wert x = — 1201 - 5600: 332472, also x+4 = 
= 22232372: 332472. Somit verhalten sich die Seiten des neuen Dreiecks wie“ 


2''896°804 : 7'216°803 :7776°485. 
=—“_F =—«__— 
2*23# 378 3+338478 
Das Ergebnis findet sich auch am ‘Ende der fraglichen Randnote zu DIOPHANT. 


Natiirlich hatte FERMAT auch das Dreieck mit den Seitenverhaltnissen 
49:1200:1201 durch einen numerischen Ansatz erhalten kénnen. Am zweck- 
maBigsten ware es wohl gewesen, anstelle der Erzeugenden (a, 6) die Erzeugenden 
(x, 6) treten zu lassen. Dann mu8 namlich die Gleichung 


(3.11) bx (x? — b%) = ab(a® — b%) - y2 


+10, v= 


(3.4 0) “= 


behandelt werden, von der die Lésung x =a, y =1 bekannt ist. Diese Bedingung 
kann auf verschiedene Weisen weiterbehandelt werden, z. B. — weil nach Beseitigen 
von Briichen die einzelnen Faktoren auf der linken Seite von (3.11) teilerfremd 
sein miissen —, durch Ubergang zu der ,,dreifachen Gleichung“ 


G42) ax=0, (@+0)(x+9)=0, (@—2)(x-d)= 


mit der Anfangslésung x =a. Wie man sieht, l4Bt sich dieses Verfahren auf jede 
passende Dreiecksflache anwenden. Vielleicht ist dies:'der Sinn der Bemerkung 
FERMATs in der ersten Randnote zu DIiopHANT VI, 24 [22], wo gesagt wird*, © 
man kénne die Bestimmung unendlich vieler flachengleicher Pythagoreischer 
Dreiecke auf eine dreifache Gleichung zuriickfiihren. Vgl. ferner das in Abschnitt9 
Ausgefiihrte. 

In diesem Zusammenhang muB8 auch das Problem beriihrt werden, zwei 
Pythagoreische Dreiecke mit gegebenem Fliachenverhdlinis a:b zu bestimmen*®. 


44 Somit haben die das Dreieck erzeugenden Zahlen das Verhaltnis 
2 + 23* 37? : (7”776°485 — 3 - 33* 37%) =2 + 37%: 23%. 
= 238 

Daraus folgt, daB das so bestimmte Dreieck nicht durch das in den Randnoten zu 
DIOPHANT angegebene Verfahren aus einem Dreieck dieser Art in kleineren Zahlen 
hergestellt werden kann. \ 

© FOI, 334/35. 

4¢ Diese Aufgabe wird im Brief an FRENICLE vom 15. VI. 1641 (FO IT, 221/26) 
erwahnt, und zwar finden wir ein numerisches Beispiel (FO IJ, 224) und eine allgemeine 
Regel (FO IJ, 226). In den Randnoten zu DiopHant V, 24 [21] ist alles stark erweitert 
dargelegt (FO I, 319/21). Im Brief an MERSENNE vom 16. II. 1643 (FO JI, 251/53, 
insbes. 252) wird die Aufgabe erschwert, indem gefordert wird, daB das gréBere Dreieck 
die Kathetendifferenz 1 erhalt. Im Brief an FRENICLE befinden sich mehrere weitere 
Zahlenbeispiele ohne besonderes Interesse. 
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FERMAT spricht von vier verschiedenen Lésungsverfahren. Sie beruhen darauf, 
da8 gem4B (3.6) vier aufeinanderfolgende Glieder der namlichen arithmetischen 
Reihe passend mit der Differenz zusammengefaBt werden. Da FERMAT Vor- 
zeichenwechsel unterscheidet, wo es heute nicht mehr iiblich ist, lassen sich seine 
Regeln auf die beiden folgenden reduzieren: 


u, = 2a+b, cele ia a yieetet 


lie neon v,=a—b u,=4a+b, z= 4a—26 


Ohne auf die von ihm vorgefiihrten numerischen Beispiele einzugehen **, bemerken 
wir nur noch, daB FERMAT auf diese Weise auch Paare von flachengleichen Pytha- 
goreischen Dreiecken bestimmt *’. 

Zusammenfassend stellen wir fest, daB FERMAT das Problem der flachenglei- 
chen Dreiecke sehr geschickt anfaBt und durch interessante Kunstgriffe zur Er- 
mittlung unendlich vieler Lésungen kommt, daB es ihm jedoch nicht gelungen ist, 
die Gesamtheit aller zu einem vorgegebenen Pythagoreischen Dreieck flachen- 
gleichen Pythagoreischen Dreiecke aufzustellen — weder im allgemeinen Fall 
noch in einem speziellen numerischen. 


4. Zur Behandlung des Vierkubenproblems 2x* + y* = a* + b*® 

Im Verlauf der heftigen Kontroverse mit J. WALLIs® stellt FERMAT die Auf- 
gabe, die Summe zweier Kubikzahlen rational in die Summe zweier anderer Kubtk- 
zahlen zu verwandeln®, Diese Aufgabe, im folgenden als das Vierkubenproblem 
bezeichnet, hat eine lange Geschichte. Sie taucht bereits in der Antike auf, jedoch 
noch nicht in der soeben angefiihrten allgemeinen, sondern in einer etwas einge- 
schrankten Fassung, und zwar als Lehrsatz: Die Differenz zweter Kuben lat sich 
stets rational in die Summe zweier Kuben verwandeln. 

Dies ist der Wortlaut eines heute verlorenen Porismas von DIoPHANT, das 
in den Arithm. V,19 [16] erwahnt wird. Den etwas unklaren Text und das 
unvollstandig mitgeteilte Zahlenbeispiel® hat erstmals R. BoMBELLI saniert, der 
im dritten Buch seiner Algebra® eine interessante Bearbeitung der Diophantischen 
Aufgabensammlung mit zum Teil sehr wertvollen selbstandigen Zusatzen gibt *'; 
hingegen ist W. HoLTzMANN, der verdienstvolle Herausgeber der ersten gedruck- 


4? Randnote zu DiopHANT**, FERMAT begniigt sich mit einem allgemeinen Hin- 
weis. Nunmehr miissen die Faille, bei denen Zeichenwechsei auftreten, getrennt 
werden, so daB sich also vier verschiedene Regeln ergeben. 

48 Brief an DicBy vom 15. VIII. 1657 (FO II, 342/46). Zunachst wird erneut die 
Zerlegung von 28 = 3° + 1% gefordert (FO IJ, 344); dann wird die allgemeine Aufgabé 
gestellt (FO IJ, 346). Auch FRENICLE soll an der Herausforderung teilnehmen (FO JJ, 


344/45). 
49 Es wird nur gesagt, daB man 37 = 48 — 3° als Kubensumme darstellen kann. 


50 Bologna 1572, Titelauflage 1579. 

51 BoMBELLI stiitzt sich auf die noch ungedruckte lateinische Ubersetzung des 
G. Aurta, die um 1560 angefertigt wurde und handschriftlich erhalten ist. Im pro- 
blema 233 setzt BoMBELLI 4° — 3° = (x — 3)? + (4— y)8, fordert zusatzlich 27% = 48y 
und erhalt x = 21°312:3°367. Er iibersieht jedoch, daB er mit 37 = 4% — 3° hatte kiirzen 
kénnen, und daB dies nicht etwa auf einem numerischen Zufall, sondern auf einer 
algebraischen Tatsache beruht. Das Béispiel 3° + 4% + 5% = 6° findet sich in P. Bonco: 
Numerorum mysteria, Bergamo 1583/84. Vgl. den Hinweis in L.E. Dickson: History 
of the theory of numbers II, Washington 1920, S. 550 (mit spateren Nachdrucken). 


Zahlentheoretische Methoden FERMATs und EuLErs 135 


ten lateinischen Diophant-Ubersetzung*®?, infolge allzu starker Verderbnis der 
ihm vorliegenden griechischen Handschrift nicht zum richtigen Verstandnis des 
Porismas vorgedrungen®, 

Im Anschlu8 an BoMBELLI bemerkt ViiTE den algebraischen Inhalt des 
Porismas™. Er fiihrt die volle Diskussion durch; da er aber nur positive GréBen 
durch Buchstaben bezeichnet, muB er drei verschiedene Regeln aufstellen, um 
das Diophantische Porisma vollstandig wiederzugeben: Aus 
(4.4) @— b= (a—2)8+ +(#- hm b) erhalt er ¢ = 3.403: (a3+ b°) 
und 


(4.2) @&—8= la . 


oe — 20° f . | , ——* [, falls 20° < a3. 


a+b +b 
Nach Beseitigen der Briiche gewinnt er so aus 2*— 1° die Zerlegung 63 — 33 = 
= 48+ 5%. Aus 

(4.3) a@+08=(a+/3— (ft ~ o): findet er ¢ = 3.463: (a3 — 63) 


b2 
und 
(4.4) @+8= ja ‘ ae sab [o- —- i l , falls <a. 
Hier fiihrt das Beispiel 2*-+ 1° auf 14°+ 78 = 208— 17%. Aus 
(4.5) — 03 = (¢ —b)8— (a t—a) 


ergibt sich mit etwas abweichendem Ansatz ¢ = 3 .a?b: (a*+ 0), also 


Gf ¢-"= a b af = a . 20a) falls B< ab < 288, 
Das Beispiel 5* — 48 liefert 315° — 252% = 248% — 5%. 

Der Wortlaut der Viéteschen Regeln und Abschatzungen ist — jedoch nicht 
in algebraischer, sondern in numerischer Fassung — nebst den Zahlenbeispielen 
fast unverandert in die Erlauterungen iibergegangen, die BACHET seiner Diophant- 
Ausgabe! von 1621 beigegeben hat. Diese Erganzung erscheint jedoch nicht bei 
der Behandlung von Arithm. V, 19 [16], sondern schon im AnschluB an IV, 2, 
wo das Gleichungspaar x — y =a, x* — y3 =6 aufgelést wird. BacueEt beschrankt 
sich bewuBt aus Griinden der Stilreinheit auf die ausschlieBlich numerische 
Behandlung ®. 

BacuHEts Ausfiihrungen veranlassen FERMAT zu interessanten kritischen 
Bemerkungen im Handstiick der Diophant-Ausgabe. Schon in der Randnote 
zu IT, 10 [9], wo es um x*+ y? = a*+ 5? geht, schreibt er, die Zerlegung x°+ y? = 
=a*+ 6 sei schwierig und diirfte weder BacuET noch Vite noch auch DiopHANT 


52 Basel 1575. HoLtTzMANNn (Xylander) kannte BomBELLIs Werk nicht. 
53 HOLTZMANN tiibersetzt so: Habemus vero in Porismatis hoc: omnium duorum 


cuborum intervallum esse cubicum .... E~ ist sich der Unrichtigkeit dieses Satzes véllig 
bewuBt. Irrigerweise vermutet er, vielleicht sei die Beziehung (a* + b*) — (a* — b8) = 2b3 
gemeint. 


54 Zetetica®® IV, 18/20. 

55 Zum Beispiel macht BAcHET im Fall 2? — 1% die beiden numerischen Ansatze 
28 — 19 = (2—#)3+ (44 1)® bzw. (2 —42)* + (¢—1)8, die fiir ihn noch als verschieden 
gelten. 

56 FOI, 291/92. 
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selbst zugadnglich gewesen sein. Das namliche wird in den Bemerkungen zu 
IV, 2 gesagt. Hier®’ bezeichnet FERMAT die Einschrankungen von VIETE-BACHET 
als iiberfliissig; denn man kénne sich von ihnen durch schrittweise Wiederholung 
der Regeln (4.2), (4.4) und ” 6) in passender Reihenfolge befreien. Als Muster- 
beispiel erwahnt er 


(4.7) 535-42 = (28) 


( 5 \= (3 782’680° ots? m ( ise s9088 


63 63 960’°946°371 
ferner® 
34 43 — 7) (42 (488879 _ (38520 
— G “is 90°391 |) es 
(4; 1°243’617'733''990'094''836'431 ) 4 (Ser-aerere “714°352'"336' 560 
~ \" 609623°835676 137”297°449 te ‘ 


und als Beispiel fiir die Umbildung einer Kubendifferenz in eine andere 


5\3 4\3 1°265 \8 1°256 
(4-9) P— Hats +(5) =( 183 |) -a 183 >) 

Der in zahlentheoretischen Fragen, soweit sie numerisch behandelt werden 
kénnen, wohlerfahrene FRENICLE gibt schon kurze Zeit nach Erhalt der Hetaus- 
forderung zahlreiche weitere Beispiele in Zahlenpaaren™, die jedoch nichts -mit 
der Bombelli-Viateschen Regel zu tun haben und auf unrichtiger’ Deutung des 
nicht hinreichend klaren Fermatschen Textes beruhen; denn FERMAT ging es 
nicht um die Herstellung von beliebigen Lésungspaaren x*+ y3=a*+6® in 
ganzen positiven Zahlen, sondern um die Ermittlung von rationalen x, y bei 
gegebenen ganzen positiven Zahlen a, b. 

FRENICLEs Zerlegungen gehen an WALLIS, der jedoch weder mit der Fermat- 
schen Problemstellung fertig wird noch auch beim Aufklarungsversuch fiir die 
Frenicleschen Zahlenquadrupel zu Erfolg kommt. Er muB sich sogar sagen 
lassen, das vorgelegte Beispiel x*+ y*? =28 sei wirklich nicht allzu schwer*, 
und erhalt die Aufforderung, ,,wenigstens‘‘ 9 = 2*+ 1° zu zerlegen. WALLIS versagt 


auch hier; schlieBlich erklart er®, schon die Zerlegung 23 — 13 = (2) ao ( = U y 


8” FOI, 297/99. 

58 Die letzte Zerlegung schreibt FERMaT nicht mehr hin; denn schon beim zweiten 
Paar ist die Nebenbedingung (4.2) erfiillt. 

8° Hier bricht FERMaT mit der ersten Zerlegung ab und sagt nur mehr in Worten, 
wie man fortfahren soll. Im Inv. nov. I, 35 ist die Zerlegung voll durchgefiihrt. 

_ © Briefe W. BROUNCKERs vom 3. (13.) X. 1657 an WALLIS und FRENICLEs vom 
20? II. 1658 an Dicsy (FO JII, 419/20 und 530/35, insbes. 535). Die Zerlegungen 
FRENICLEs lassen sich aus dem Ansatz (a+ %)?+ (a— x)§= (b+ y)*+ (b—y)® ent- 
wickeln, der auf die Fermat-Gleichung ax? — by? = 4(b* — a) fiihrt. Vgl. die An- 
deutung in J.E. Hormann: Die Entwicklungsgeschichte der Leibnizschen Mathematik 
wihvend des Aufenthaltes in Paris (1672/76), Miinchen 1949, S. 23. Die Einzelheiten 
sollen bei anderer Gelegenheit eingehender behandelt werden. 

*! Brief an DicBy vom 7. IV. 1658 (FO IJ, 374/78, insbes. 376/77). Es wiirde sich 
os ob. fOr 55 28°340'511 \8 63°284'°705 \§ ' : 
3° +1 = (35) -(3) =(Steae) +( i) ergeben; man bendtigt also 
nur einen einzigen Zwischenschritt. 
*2 Brief an DicBy vom 20. (30.) VI. 1658 (FO III, 598/600, insbes. 599). 
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enthalte eine Lésung. Er versteift sich namlich darauf, man miisse negative 
Zahlen wie — a vollig gleichberechtigt neben die positiven stellen ®. 
Interessanterweise hat FERMAT nicht bemerkt, daB sich im Fall x°+ y3 = 
= 28+ 13 eine Zerlegung in Briichen mit kleineren Zahlen geben 14Bt, namlich 
(See Ae 3 4 ( 415280" 564-497 y 
348°671°682°660 “ee 2° ° 
Er ist also auch hier nur zu einer Auswahl der Lésungen vorgedrungen — aller- 
dings zu einer sehr wirksamen, vermittels deren er mit Sicherheit angeben kann, 
daB es stets Lésungen geben muf™. 


(4.10) 


5. Uber Pythagoreische Dreiecke, 
deren Hypotenuse und Kathetensumme Quadratzahlen sind 


Diese Aufgabe wird erstmals im Jahr 1643 von FERMAT gestellt®. Aus dem 
I. Teil des Inv. nov. wissen wir, daB FERMAT das Dreieck aus (¢+4, ¢) erzeugt 
und aus der entsprechenden doppelten Gleichung das Hilfsdreieck (— 119, 120; 169) 
mit den Erzeugenden (5,12) erhalten hat. Der erneute Ansatz (¢+ 5,12) verhilft 
ihm dann zu der Lésung 
% = 1061°652""293°520 
(5.4) 4y = 4''565°486"027°7617 mit x+ y= 2'372159% und z= 2165017? 
z = 4''687°298''610'289 
aus den Erzeugenden (2”150°905, 246°792). 
Im Inv. nov. III, 32 wird das Gleichungspaar, aus dem’ FERMAT die SchluB- 
lésung (5.1) herleitet, namlich 


(5.2) 2+ 10¢+ 169 = 1 (Bedingung fiir die Hypotenuse) 
@24+34¢+ 1=0 (Bedingung fiir die Kathetensumme) }, 


68 Dies kommt einem vollkommenen Bruch mit der damaligen Auffassung gleich 
und leitet zum modernen Standpunkt iiber. 

* In H. D6rRIE: Kubische und biquadratische Gleichungen, Miinchen 1948, 221/23, 
wird eine rechnerische Begriindung fiir das Fermatsche Verfahren gegeben, die auf 
einer etwas kiinstlichen Abschatzung beruht. Ob es FERMAT wirklich fiir nétig gehal- 
ten hat, einen Existenzbeweis zu geben, steht dahin. Er spricht sich iiber diese Frage 
nirgends deutlicher aus, auch nicht in der zweiten Randnote zu Diopnant VI, 24 [22] 
(FO I, 338), wo er bemerkt, gelegentlich sei eine 6ftere Wiederholung der auszufiih- 
renden Rechnung nétig. Eine anschauliche Deutung im Zusammenhang mit der in 
cartesischen Koordinaten dargestellten Kurve ** + y? = a*+ 6® findet sich in J.E. 
HOFMANN: Sur les solutions entiéves de l’équation x* + y*=pz*, Sphinx 7 (Briissel), 
195—198 (1937). ' 

* Brief an BRULARD vom 31. V. 1643 (FO II, 258/60, insbes. 259). Da der Partner 
die Aufgabe als unlésbar ansah, teilte FErMaT im Brief an MERSENNE vom August 
1643 (FO II, 260/62, insbes. 261) das Lésungstripel (5.1) in 13stelligen Zahlen mit, 
auf das im Brief an MERSENNE vom 1. IX. 1643 (FO II, 262/64, insbes. 263) zuriick- 
verwiesen wird. ° 

*6 Die Einzelschritte verteilen sich auf die Ausfiihrungen im Jnv. nov. I, 25, 22 
und 45. Die Einzelheiten und die weitere Behandlung des Problems bei J.L. La- 
GRANGE und Eu ter sind ausfiihrlich dargelegt in der noch ungedruckten Abhandlung 
des Verfassers: Uber eine zahlentheoretische Aufgabe Fermats und sollen daher hier nur 
kurz skizziert werden. 
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durch Multiplikation zu einem einzigen Ausdruck in ¢ vereinigt, der zu einem 
Quadrat gemacht wird. Den Wert fiir ¢ gewinnt man alsdann nach der tiblichen 
Regel, die im 6. Abschnitt naher behandelt wird, aus dem Ansatz 
(5.3) + 448+ 5100+ 5756¢+ t69-= (— f+ 07 13)" 
Warum diese Gleichung als vollgiiltiger Ersatz fiir das Gleichungspaar (5.2) an- 
gesehen werden kann, wird freilich nicht gesagt ®. Vielleicht handelt es sich nicht 
um ein Versdumnis FERMATs, sondern nur um eine Fliichtigkeit BILLys. Auf jeden 
Fall ist aber mit diesem Gedanken ein neues Verfahren zur Behandlung doppelter 
Gleichungen verbunden, auf das in Abschnitt 10 naher eingegangen werden soll. 
In der zweiten Randnote zu D1iopHant VI, 24 [22] ® wird nur die numerische 
Lésung (5.1) samt den zugehérigen Erzeugenden angefiihrt, jedoch mit der 
interessanten zusatzlichen Bemerkung, FERMAT sei der festen Uberzeugung, daf 
die angegebenen Zahlen die kleinstméglichen seien. Weiterhin fordert FERMAT 
in einem Schreiben an MERSENNE fiir E. ToRRICELLI® die Herstellung eines~ 
primitiven Pythagoreischen Dreiecks, worin die Hypotenuse, die Kathetensumme 
und die Summe aus der Hypotenuse und der groBeren Kathete Quadratzahlen sind. 
Das will besagen, daB die geradzahlige Kathete des primitiven Dreiecks die 
gréBere werden soll, wahrend sie in (5.1) die Rleinere ist. Es gibt tatsachlich der- 
artige Dreiecke, aber man. benétigt zu ihrer Herstellung mehrere Rechenschritte 
iiber (5.1) hinaus, um eines zu erhalten”, 


6. Uber Fermats allgemeine Verfahren 


Im noch erhaltenen Briefwechsel findet sich kaum eine Andeutung iiber die 
allgemeinen Methoden vor”, deren sich FERMAT bedient hat, hingegen duBert 


*? Es miiBte etwa hinzugefiigt werden, daB x+y und z bei einem primitiven 
Pythagoreischen Dreieck teilerfremd sind, so daB (x + y) z notwendig in das Produkt 
zweier Quadrate zerfallen mu. 

8 FO I, 336/38, insbes. 336. 

6° Wir kennen nur die Weitergabe der Aufgabe in einem Brief MERSENNEs an 
TORRICELLI vom 25. XII. 1643 (Torricetxi!* JJ7, 158) und die italienische Uber- 
setzung des Textes (ebda 15/16). , 

70 Vgl. HoFMANN®, §8ff. 

71 Erwahnenswert ist nur die Bemerkung im Brief an Carcavi fiir HuyGEens 
vom August 1659 (FO II, 431/36, insbes. 435), wo FERMAT im AnschluB an die von 
BAcHET im langeren Erlauterungen zu DiopHant VI, 24 [22] gegebene Ubersicht iiber 
die Verwendung doppelter Gleichungen sagt, er besitze ein allgemeines Verfahren, 
um doppelte Gleichungen der Form ax + b= u?, cx +d =v?* aufzulésen oder zu zeigen, 
wann sie unméglich sind. Freilich iibt er auch HuyGEns gegeniiber die gewohnte 
Zuriickhaltung, beschrankt sich auf die Erwahnung des Zahlenbeispiels 2% + 3 = (1), 
2*+5=Q( und iiberlaBt es dem Empfanger, sich die zugehérige Rechnung und auch 
die allgemeine Betrachtung selbst zurechtzulegen. DaB diesen Ausfiihrungen der 
Hinweis auf die Fermatsche Gleichung (Beispiel: 2 ** + 7967 = y*) vorausgeht (FO JJ, 
434), tibrigens ohne daB die Lésung mitgeteilt wird, ist, vielleicht kein Zufall. Wird 
namlich x aus den Gleichungen a* + b= u?, cx +d=v? entfernt, dann geht.es gerade 
um eine Gleichung dieser Art. Auch die Zahl 7967 kénnte ihre Bedeutung haben; sie 
erscheint namlich als eine der beteiligten Zahlen bei Konstruktion der ersten Lé- 
sungen (u, v; w) der Gleichung u4— 2v‘=w?. Diese Lésungen sind (1,0; 1), (3,2; 7); 
(113,84; 7967). Daraus folgt zundchst, daB die Gleichung 2%? + 7967 = y? wirklich 
Lésungen in ganzen positiven teilerfremden Zahlen hat; die in kleinstméglichen Zahlen 
ist += 23, y= 95. , 
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sich FERMAT in den Randnoten zu DIoPHANT ganz offen. Die dortige Haupt- 
stelle sind die beiden Randnoten zu DiopHant VI, 24 [22]. Hier ist die Rede. 
von der Riickfiihrung der dreifachen Gleichungen auf doppelte und deren schritt- 
weiser Lésung”*, und ausdriicklich wird betont, daB negative Lésungen als 
Zwischenwerte durchaus zulassig und unvermeidliche Hilfsmittel bei der Fort- 
setzung des Verfahrens sind. 

Im Inv. nov. versucht BILLy die von FERMAT erhaltenen Mitteilungen, deren 
Originale ja leider gréBtenteils verloren sind, einheitlich zusammenzufassen und 
durch Beispiele zu erlautern, die er anscheinend zu gewissen Teilen selbst erganzt 
hat. Da ihm jedoch das nétige mathematische Empfinden nur in verhiltnis- 
maBig geringem MaBe gegeben war, laBt seine Darstellung viel zu wiinschen iibrig. 

Der I. Teil der Schrift ist den doppelten Gleichungen gewidmet, die schon bei 
DIOPHANT selbst aufgetreten waren’*. Dieser hatte jedoch (ebenso wie BACHET) 
durch die Zerlegung der Quadratdifferenzen in passende Faktoren nur einzelne 
Lésungen gefunden. Die Hauptentdeckung FERMATs besteht darin, daB man in 
Kenntnis einer von Null verschiedenen Lésung x = x,, die er primitiv nennt, durch 
den Ansatz x =x,+¢ ein anderes doppeltes Gleichungspaar und damit nach 
Bestimmung von # eine weitere Lésung x = x, finden kann, und daB dieses Ver- 
fahren fortsetzbar ist. Im wesentlichen erlautert BILLy das Vorgehen FERMATs 
— sicherlich ganz in dessen Sinn — nur an kennzeichnenden Beispielen. Ent- 
sprechendes findet sich auch in den Randnoten zu DIOPHANT. Wir kénnen etwa 
die Behandlung der Probleme im 3. und 5. Abschnitt als Musterbeispiele ansehen. 

Im II. Teil des nv. nov. geht es um dreifache und dann auch um mehrfache 
Gleichungen, die von der Form a,x+),=—() mit rationalen Koeffizienten a,, b, 
sind. Im Fall dreifacher Gleichungen erfiillt FERMAT eine der drei Bedingungen 
durch einen Ansatz der Form x = p/?+ gt¢+r identisch. Es bleibt eine auf qua- 
dratische Formen von ¢ beziigliche doppelte Gleichung. Die Existenzbedingung 
fordert, daB eine von Null verschiedene Lésung aller drei Gleichungen bekannt 
ist. Entsprechend lassen sith auch mehrfache Gleichungen behandeln, jedoch 
wird das von BILLy sehr ungeschickt gemacht. Dieser Teil seiner Ausfiihrungen 
diirfte auf erheblichen MiBverstandnissen beruhen. Vgl. das erginzend in Ab- 
schnitt 10 Gesagte. 

Schon die Behandlung dreifacher Gleichungen geht iiber das bis dahin aus 
DIoPHANT und dessen Kommentatoren Bekannte weit hinaus. Das trifft auch 


7 Als Beispiel dient *+4=(0), 2*+4=O0, 54+4=(). Fermat erfiillt die 
erste Gleichung vermittels x = /# + 4¢ identisch und erhalt so die doppelte Gleichung 
22+ 8¢+4=0, 5+201+4=D, die er nach dem iiblichen Verfahren (vgl. Ab- 
schnitt 3) behandeln kann. Die Einzelrechnung fiihrt er jedoch nicht vor. Vgl. 
FO I, 334/35. 
73 Die Hauptstellen, schon von BacHET zusammengestellt (vgl. FuBn. 71), 
sind die folgenden: i. 
A. Zwei lineare Bedingungen: II, 12 [11]: ++2=0, *+3=OQ); II, 13 [12]: 
9—x*=0,21—*=0; II, 14 [13]: + -6=0, «—7=D; II,17 [15]: 10%+9=0, 
5#+4=(); III, 18 [15]: 4*4+3=0, 644+54=0); III, 19 [16]: 10%-—-14=0, 
10*—26=(); IV, 45 [39]: 84 +4=D, 6*4+4=0. 
B. Eine lineare und eine quadratische Bedingung: V, 1: x®—12=(0, 64% —12=0); 
VI,6:42+1=0, 144+1=(0;; VI, 24 [22]: *— 6144%+ 1°048'576=0, ++ 64= 0. 
C. Zwei quadratische Bedingungen: III, 15 [13]: 44*+ 154=f), 442—«— ine eh 
IV, 24 [23]: 44+ 4—1=0, *«#?-1=0. 
Arch. Hist, Exact Sci., Vol. 1 10 
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fiir den Gegenstand des III. Teils des Inv. nov. zu, namlich fiir die Auflésung 
von (1.1) und (1.2). 

Als Existenzbedingung fiir (1.1) wird A = (J oder E = [ angefiihrt; das ware 
jedoch nicht nétig. Es hatte schon geniigt, zu fordern, daB ein Lésungspaar 
(%» = 0; Yo 0) bekannt ist. Ausfithrlich geht FERMAT auf die Konstruktion 
jener Lésungen ein, die er primitiv nennt. Er meint mit dieser Bezeichnung solche 
rationale Werte von x, die sich (gegebenenfalls nach Abspalten von x) nach Wahl 
passender Konstanten a, b,c vermége y=ax*+bx-+c aus (1.1) linear finden 
lassen. Er bemerkt — und BILLy schreibt es wohl getreulich nach —, daB es 
im Fall A=(), E=(J mehr als eine primitive Lésung geben kann. Wie das 
gemeint ist, wird am Zahlenbeispiel 14+ 4x°+10%?+20x%+1=y? dargelegt™. 


y x | Inv. nov. y x Inv. nov. 
x*+10%+1 — 23:4 III, 4 —45%7+10%+1 113: 253 III, 5 
x?+ 2*+4+1 —4 6 2+ 2%*4+3 1 7 

— *#*+10%+1 11:3 8 x8+ 2%—1 = 3 9 


Nun geht es um die Ableitung weiterer Lésungen ,,héherer Ordnung“‘: Vermittels 
x =t—3 entsteht ¢ — 8/-+ 28/2 — 40t+ 4 = y? (prop. 12); also 


y t Inv, nov. y | t Inv. nov. 

“a— 4t-—2 7:2 Ill, 13 #2—10t+2 19:3 III, 14 

— #—10¢#+2 —17:7 15 —18#—10¢+2 | — 368: 323 16 
@2@— 4¢+2 3 16 


So ergeben sich aus — 3 die Lésungen 1. Ordnung > * ,— s — St, 0. Ent- 
sprechend entstehen aus der primitiven Lésung —4 die abgeleiteten Lésungen 
9 7 86507 _ 705 


5’ 36’ 43639’ 261 


(prop. 17), aus der primitiven Lésung — 4. die abgeleiteten 


7 In prop. 10 wird bemerkt, daB y auch durch — y ersetzt werden darf. Unerwahnt 
bleibt, daB im Sinne der Fermatschen Auffassung héchstens 10 verschiedene primitive 
Lésungen méglich sind, und zwar im Falle x*(a* + b)*— p?x*+ (c*+d)*=y*. Be- 
zeichnen wir die aus (a x + b)* = p* folgenden Lésungen mit %,, *,, und die aus p? x? = 
= (cx +d)? folgenden mit 1:§,, 1:€,, dann kénnen wir die Gleichung auf die Form 
bringen: &. —é\8 / tt+%e\2 (b—b&\2 (m—%\2 

eGo Ye es eB 3) ./= 2). x2 
eke ee we wn bee 


+ (25) pc (45s) x 


= v2, 
2 2 rs: 
Jetzt lassen sich auch die iibrigen sechs primitiven Lésungen aus den ersten vier aus- 
driicken. Das Beispiel x* + 6%3 + 24%*+ 8%+1= yy? lehrt uns, daB es wirklich még- 
lich ist, Falle mit 10 verschiedenen primitiven Lésungen anzugeben: 


y x y x 
243% —1:3; ~1:5 °43%-—1 — 14:17 
4%*+1 —2; —4 x*—4x%—1 —5:7 
. e+4x+i +3 
x84 324435 — 221: 148 2 —_ aes 
43944 whit 4x*+4x+1 26:15 
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Lésungen > * erie und eine weitere (nicht mehr angegebene) in sehr 
groBen Zahlen (prop. 18), ferner aus der primitiven Lésung +1 die abgeleiteten 
Lésungen _ > a _ ae (prop. 19) und aus der primitiven Lésung +2 die 

10 _ 23 4 120978 
abgeleiteten Lésungen — ra 1, 410833 


Losung > = herstellbaren Lasange 1. Ordnung sind seine” (prop. 21). In 
prop. 22/23 ne aus der Lésung = — 1. Ordnung die Lésung — — 2. Ordnung und 
95 


(prop. 20); die aus der primitiven 


aus dieser Lésung eine Lésung ——~ 3. Ordnung hergeleitet. ‘ie diesen Lésungen 


wird in prop. 31 eine Kette gebildet, deren SchluBglied eine zwischen den vor- 


gegebenen Schranken +8 und +10 gelegene Lésung liefert®: x, = —3, x, = ; ; 
as x= . Dazwischen schieben sich in prop. 24/26 weitere Beispiele ; 
anschlieBend folgen in den prop. 32/36 und 38/43 schwierigere Aufgaben iiber 
Pythagoreische Dreiecke, die auf Gleichungen des Typus (1.1) fiihren. 


In den prop. 27/30 werden Betrachtungen iiber Probleme der Form (1.2) 
angestellt. Wiederum erscheint als Existenzbedingung, daB entweder D (prop. 27) 
oder A (prop. 28) eine Kubikzahl sein muB. Die allgemeinere Bedingung, daB 
schon die Kenntnis eines rationalen Lésungspaares (%9; yo) zur Einleitung des 
Verfahrens geniigt, tritt micht auf. In prop. 29 wird an Hand des Beispiels 
w84+2x2+4x+1=y% bemerkt, daB im Fall A =Kubikzahl, D = Kubikzahl 
drei primitive Lésungen woe werden kénnen. Hier —_ sich x =1 aus 

19 90 


y=x+1, X= ——> aus y=x-+— und 4 —— aus y= AFH. Es gibt aber 


(prop. 30) Ausnahmefialle; z. B. hail 48432x°4+3x4+1= ya nur durch y=%x+1 
erfiillt werden und liefert keine andere Lésung als x =0, Entsprechend ergibt sich 
aus 424+ 2x%2+3%+1=y' nur y =a4+3 und damit x = -=z Diese Diskussion 
ist jedoch unvollstindig’*; denn aus y® = x8+(2x+1)(x+1) folgen die beiden 


43 = 


78 Die Tiefzahlen geben an, von welcher Ordnung im Sinne FERMaAtTs die be- 
treffenden Lésungen sind; die primitive Ausgangslésung erhalt den Index 0. 

76 Die ist P. TANNERY bei der franzésischen Wiedergabe des Inv. nov. entgangen. 
Die Erginzung stammt von P. v. SCHAEWEN: 4A 2#8+ Baty+Cary?+Dy=2* in 
vationalen Zahlen zu lésen, Jahrber. d. Deutsch. Math.-Vereinigg. 18, 7—14 (1909). 
Hier wird auBerdem bemerkt, daB es im giinstigsten Fall bis zu siebon von Null und 
voneinander verschiedene primitive Lésungen geben kann. Dies wird jedoch nicht 
allgemein, sondern nur am Beispie! 


. tat a on ee. 3 2 at 
a9 — 542-6448 = 29— (x42) (5% 4) =(z +) tgp (387% 341) 


3 
=(*+2)*— «(114% + 18) =(-+ +2) +5 2(92— 52) = 29 + x(x + 1) (x —6) 
mit seinen fiinf Zerlegungsméglichkeiten dargetan. Ersichtlich laBt sich die linke 


Seite der Gleichung konstruieren, wenn man die aus A #*+ Bx*+C%#=0 bzw. 
Bx*+Cx+D=0 folgenden zwei primitiven ,,Grundlésungspaare“ x,, x, bzw. 1:&, 


d 1:&-gibt: 
- 2:8 §&s a8 — (4 + 43) §, &_ 4® + 4%, &, & x — (4%, + 42) = 


Diese Grundlésungen sind jedoch nicht unabhangig voneinander; vielmehr ist §, 
und & aus x, und #, bestimmbar, weil (£, + &): #172 = & &2: (41 + 42) =@ sein muB. 


10* 
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weiteren primitiven Lésungen —1 und — 4. SchlieBlich erscheint in prop. 37 
ein aus der Betrachtung Pythagoreischer Dreiecke hervorgehendes Beispiel, das 
auf 4%2— 44x%+125 =y? fiihrt”. 

In den Randnoten zu DIopHAntT finden sich mehrere Beispiele fiir doppelte 
und mehrfache Gleichungen, und auch solche vom Typus (1.1) und (1.2), jedoch 
erscheint jedesmal nur der Ansatz, nicht die Durchftihrung. Besonders mteressant 
ist die aus einem erst vor einigen Jahren wieder ans Tageslicht gekommenen 
seltenen Druck’® stammende Aufgabe, die Gleichung 


(6.1) a? — 2b? = b? — 2c? = c? — 2d? 


in ganzen positiven teilerfremden Zahlen a, b, c,d aufzulésen. FERMAT gibt das 
Zahlenbeispiel a=29, b=19, c=11, d=1, verrat jedoch nichts iiber seine 
Lésungsmethode. Setzen wir etwa inhomogen so an: 


(6.2) a=xy+2, b=x+y, c=xy-—2, =x—Yy, 
dann erhalten wir die in rationalen Zahlen x, y zu erfiillende Gleichung 
(6.3) (x? — 1) y?— 72 xy+4—x2=0. 


In dieser Gleichung sind ~% und y vertauschbar; rationale Lésungen ergeben sich, 
wenn die negative Diskriminante 


(6.4) : —— — 944 — 20284 36=0] 


dieser in y quadratischen Gleichung eine Quadratzahl liefert”®. Wir werden im 
nachfolgenden Abschnitt sehen, daB dieses Vorgehen einen neuen Weg zur 
Behandlung derartiger Aufgaben weist, der die Bestimmung aller rationalen Lé- 
sungen erméglicht. Es sieht so aus, als hatte FERMAT diesen Ansatz (6.2) im 
Auge gehabt, als er (6.1) zur Behandlung vorschlug. Ob er sich aber der all- 
gemeinen Wirksamkeit eines solchen Ansatzes bewuBt war, oder nur eine sPezielle, 
gerade fiir diesen Fall taugliche Lésungsmethode zu besitzen glaubte, ist im 
gegenwartigen Augenblick noch nicht entscheidbar. Die allgemeine Situation, 
auf die wir noch eingehender zuriickkommen werden, spricht eher fiir einen spe- 
ziellen Ansatz denn fiir eine allgemeine Lésungsmethode bei FERMAT. 


7. Uber Eulers Methoden 
Vor Erscheinen der Algebra* hat sich EULER kaum mit den hier einschlagigen 
Fragen beschaftigt; zu nennen ist nur die Bestimmung Pythagoreischer Drei- 
ecke, deren Kathetendifferenz jeweils um Quadratzahlen gréBer ist als die 


7” Es ware nicht unbedingt nétig, dieses Beispiel mit FErmat durch den Ansatz 
y = 5— $$ zu behandeln; auch der Ansatz (2% —11)?= y3—4 mit y=2 hatte zum 
Erfolg gefiihrt. 

7% Es handelt sich um ein nur vier Druckseiten umfassendes Stiick mit dem 
Titel Pour servir de supplément a l’Ecrit Latin de Monsieur Frenicle. Das Stiick 
tragt weder Ort noch Datum; es ist mit M.F. [= Monsieur Fermat] signiert. Vg. 
den Wiederdruck in HorMAnn® 41/44, insbes. 44. 

79 Vgl. auch J.E. Hormann: Uber eine Fermatsche Aujfgabe aus der unbestimmien 
Analytik und ihre Bedeutung, Sudhoffs Archiv Gesch. Medizin u. Naturwiss. 43, 
218—226 (1958), 1959. 
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Flache®, und die Auflésung der Gleichungen* a*-+ 68+ c3 =d® und a*+)3=(. 
In der Algebra widmet EULER Kapitel 8 der Form A x*+ Bx?4+Cx+D=y?, 
falls ein Lésungspaar (x = 0; v9 +0) bekannt ist. Hier wird im Grunde nur etwas 
allgemeiner ausgedriickt, was schon im Jnv. nov. III, 24 angedeutet ist.. Neu 
treten einige sehr instruktive Beispiele hinzu. Den AbschluB bildet Art. 127, 
worin auf den Ubergang von der Form 3. zu einer 4. Grades hingewiesen wird. 
Kap. 9 gehért dann der Gl. (1.1). Auch hier wird das im Jnv. nov. III Gesagte 
viel allgemeiner dargelegt. Besonders eingehend beschaftigt sich EULER mit 
den Fallen B=C=D=0 (Art. 138/40) und B=D=0, C+0 (Art. 141/44). 
SchlieBlich weist er darauf hin, daB man von einem bekannten Lésungspaar 
(%9; Yo) vermittels x=x%)+¢ zu einer neuen Form iibergehen kann, worin E 
wieder eine Quadratzahl wird (Art. 145). Kap.10 gehdrt der Gl. (1.2). Das 
Hauptverdienst EuLERs liegt hier in der algorithmisch viel besser dargebotenen 
Form, nicht aber in grundsatzlich neuen Einsichten oder Ergebnissen. 


Erst im Ringen um eine zweckmaBigere Behandlung des Aufgabe 
(7.1) X#+Y%2=Z2?=—At, X+Y=B?, also (X --— Y)?=2A4— BA=C? 
bemerkt EuLER®, daB man mit 
X=M!—N*, Y=2MN, Z=M24Nt=A?; 
X+Y=(M+N)?—2N?= B 
zwei Beziehungen zwischen den ganzen von Null verschiedenen Zahlen A, B, M, 
A,B 


N 
zur Verfiigung hat und im primitiven Fall (X, Y;Z teilerfremd, also ,B,M 


(7.2) 


ungerade und N gerade) vermége 


(7.3)  M=atat—0?f2, N=2abaf, M+N=B%a2+ 2026? 


8° Das Problem stammt von FERMAT und ist durch Umbildung der Aufgabe in 
DIoPHANT VI, 14 [13] entstanden, wo die Bestimmung éines Pythagoreischen Dreiecks 
gefordert wird, dessen Flache um Quadratzahlen gréBer ist als die Katheten. FERMAT 
bezeichnet es in der zugehérigen Randnote (FO J, 333) als eines, das erst durch seine 
eigenen Methoden zuganglich geworden ist. EuLERs Solutio problematis difficillimi 
a Fermatio propositi wurde der Petersburger Akademie am 2. (13.) IX. 1748 vorgelegt; 
Erstdruck in den Novi comm. ac. sc. Petr. 2, 49—67 (1749), 1751 = EO II,-223—240. 

8" Solutio generalis quorundam problematum Diophantaeorum, quae vulgo nonnisti 
solutiones speciales admittere videntur. Die Abhandlung wurde am 9. V. 1754 in der 
Berliner Akademie gelesen, am 30.1X. (11. X.) 1754 der Petersburger Akademie 
vorgelegt und erstmals in den Novi comm. ac. sc. Petr. 6, 155—184 (1756/57), 1761 
abgedruckt = EO II, 428—458. ZweckmaBiger ist die Darstellung zu Beginn des 
Supplementum quorundam theorematum arithmeticorum, quae in nonnullis demonstra- 
tionibus supponuntur. Diese Abhandlung wurde der Petersburger Akademie am 
15. (26.) X. 1759 vorgelegt und erschien erstmals in den Novi comm. ac. sc. Petr. 8, 
105—128 (1760/61), 1763 = EO II, 556—575. Das Problem a* + b* + c* = d* wird auch 
in der Algebra, Kap. 15, Art. 245 und 248/49 behandelt, das Problem a* + 6° = (J in 
der vereinfachten Form #*+ 1= yy? in Art. 121. Dort wird bemerkt, es kénne ,,aus 


anderen Griinden“’ bewiesen werden, daB diese Gleichung nur die Lésungen 7 = — 1 
bzw. 0 bzw. 2 habe. Dies ist eine Anspielung auf die Studie von 1754. Vgl. ferner 
Abschnitt 9. 


82 Es handelt sich um Stiick IV der Miscellanea analytica, die der Petersburger 
Akademie am 15. (26.) IX. 1773 vorgelegt wurden. Erstdruck in den Opuscula ana- 
lytica I, Petersburg 1783 = EO IV, 96/98. Uber die naheren Einzelheiten vgl. Hor- 
MANN ®®, §7. 


144 J.E. HormMann: 


auf die Gleichung 
(7.4) (a? — b*) 2+ 2abaB — (2a?-+ b*) B2?=0 

mit 

(7.5) a«:B = (2a%+ 6%): (ab + V2a* — 4) = (ab F Y2a* — 04) : (b? — a?) 

gefiihrt wird. 

Noch hat EuLER die allgemeine Bedeutung dieses Ansatzes nicht erfaBt; als 
er aber mit dem Rekursionsverfahren von J.L. LAGRANGE zur Behandlung des 
namlichen Gegenstandes ® bekannt wird, bei dem eine ahnlich gebaute Gleichung 
auftritt, geht ihm plétzlich das groBe Licht auf. Er entdeckt, daB die rationalen 
Lésungen der in x, y quadratischen Gleichung /(x; y) =O mit rationalen Koeffi- 
zienten aus einer einzigen bekannten Lésung schrittweise gefunden werden k6n- 
nen*, Dieses Ergebnis wendet er sogleich auf die Gl. (1.1) an®*. Es handelt 
sich um die Erweiterung eines speziellen Ansatzes in der Algebra bei Auflésung 
der Fermatschen Gleichung*. 

Zunachst bemerkt EULER folgendes: Wenn man drei in x quadratische Aus- | 
driicke L(x), M(x), N(x) in rationalen Koeffizienten so bestimmen kann, daB 
sich (1.1) auf die Form*® 


(7.6) M?—EN=(LE+M)?=0 


bringen 146t, dann erhalt man hieraus eine sowohl in x wie in € quadratische 
Gleichung mit rationalen Koeffizienten, namlich 


(7.7) &? L(x) + 2& M(x) + N(x) = x* A(E) + 2x M(E) + N(E) =0, 


die auch nach Potenzen von x angeordnet werden kann (§1/2). Hat man ein 
rationales Lésungspaar (x,; &,,,,) dieser Gleichung, dann kann man vermége (7.7) 
zwei benachbarte Lésungspaare (x, ; &,_) und (%,4,,41) konstruieren, indem man 


(7.8) Eat €n41 = — 2M(x,): L(x), &e-1 F041 = N(%,) : L(%q) ! 
Sint Xnt2=— 2M(Enss):AEnta),  %n %nta = N(Eq43) :A(Ey43) 


83 Sur quelques problémes de l’analyse de Diophante, in der Berliner Akademie am 
20. III. 1777 gelesen, Erstdruck in deren Nouveaux Mémoives (1777), 140—154, aus- 
gegeben 1779. Der heute maBgebliche Abdruck befindet sich in den Cuvres IV, 
ed. J.A. SERRET, Paris 1869, 377—398. Vgl. Hormann®, 

84 De rvesolutione hujus aequationis O=a+be+cy+dxexe+exy+fyy+egxxyt 
4+-hxyy+ixxyy per numeros rationales, dgr Petersburger Akademie am 9. (20.) X. 1780 
vorgelegt; Erstdruck in den Mém. ac. sc. Pét. 11, 58—68 (1830) = EO V, -146—156. 

85 Methodus nova et facilis formulas cubicas et biquadraticas ad quadratum reducendi, 
der Petersburger Akademie am 16. (27.) X. 1780 vorgelegt, Erstdruck in den Mém. 
ac. sc. Pét. 11, 69—91 (1830) = EO V, 157—181. 

86 Kap. 4, Art. 54: LaBt sich ax*+b%+c=p?(x) + q(*) -7(%) = y? so a 


daB die Ausdriicke p(x), g(%), r(*) in x linear sind, dann erhalt man mit 7 = p + ee *q 


einen in # linearen Ausdruck 2mnp + m*q —n*v =0 und findet damit auch y. An- 
wendung in Art. 55: 2*4*-—1=22+(*#—1)(*+1)=0 gibt *=(m*+ n?®): (n?— 
—2mn—m?*); in Art. 56: 2%2+2=2?+ 2(*—1) (+1)=O0 gibt += (m*+ 4mn+ 
+2?) : (2m*—m*); in Art. 57: 1347+154+7=(—%*+1)?+(3%+ 2) (4*%4+3)= 
14Bt sich entsprechend behandeln. Hier fehlt die durchzufiihrende Rechnung. 

8? Ich verwende andere Buchstaben. Zur Erzielung gréBerer Symmetrie habe ich 
das Voreichen ‘vor dem Faktorpaar negativ angenommen, wahrend EuLER (wie in 
FuBnote 86) das positive Zeichen wahlt. 
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setzt (§3/6). Indem dieses Verfahren fortgesetzt wird, entsteht eine ganze 
Lésungskette, beginnend bei Wertepaaren x, &, so daB eine der vier Funktionen 
L(x), N(x), A(é), N(&) zu Null wird. Unter den Beispielen EuULERs finden sich 
3x8 +1 =4x%+ (x —1) (3 x? — x—1) (§7), x4 —2 = x®+ (x?+-1) (x* — 2) (§10) und 
x44 =(x+1)?+%(x+1)(x—2) (§12). Hier wird die schon oben erwahnte 
Bemerkung*®! gemacht, daB diese Aufgabe nur die Lésungen x =0 bzw. —1 
bzw. +2 besitzt. SchlieBlich erscheint auch 2x4—1 = x*+ (x*—1)(2%*+1) 
(§14). 

In §18/19 wird gezeigt, wie man bei Kenntnis eines Lésungspaares (x9; yo) 
von (1.1) zu einer Zerlegung .y?— y§ =(x— x) p(x) kommt. Ist hier A =O, 
dann ist y(x) in x quadratisch und die gewiinschte Zerlegung erreicht; ist aber 
A +0, dann ist g(x) kubisch und daher noch nicht verwendbar. §20/23 bezieht 
sich auf die Kenntnis zweter Lésungspaare (%,; y,), (%2; ¥2) von (1.1) mit x, = x9. 
Jetzt ist y? —M2(x) = (x — x) (x — xq) -@ (x), wobei M(x) =y, +2241 (x—x,) = 
= n+ 22 (x — x) gesetzt wird. Ist A=0, dann ist p(x) in x linear: ist aber 
A +0, dann ist w(x) in x quadratisch. 

In §24/27 wird das Beispiel 3 x*+ 1 = y? mit den bekannten Lésungen (x, =1; 
Vy, = +2) und (x, =2; y, = +5) untersucht. Hier ist M(x) =3 x —1, also 3 x8+1 
= (3 %—1)®+3%(x—1) (x — 2) =[(x—1) (x —2)&+3x—1]*%. Die vermittelnde 
Gleichung heiBt (* —‘) (x — 2) *+2(3x—1)&—3x=0, liefert jedoch — abge- 
sehen von der selbstverstandlichen Lésung (%)=0; y»=-+1) — nur mehr die 
zusatzliche Lésung (x; =—%; ¥3=-+4) und sonst nichts. Auch bei anderen 
Zerlegungen erscheint keine weitere primitive Lésung. Uber diese Frage vel. 
Abschn. 9. 

In §28/30 stellt EULER fest, daB die von ihm geforderte Zerlegung schon aus 
einem einzigen Lésungspaar (%9 == 0; ¥9 +0) gefunden werden kann. Wird ném- 
lich x=%)+# gesetzt und umgerechnet, dann entsteht y?=---+2at+ yj. 
Mit M (é) =< + Yo ergibt sich also y?— M?(t) =¢?- N(¢), und im Fall A =0 ist 

0 
N(é) linear, im Fall A +0 quadratisch in ¢. Durch Hinzufiigen eines Gliedes A?? 
auf der rechten Seite von M(t) kann sogar erzielt werden, daB die Zerlegung 
y?— M?(t) =# q(t) entsteht. Hier ist g(¢) im Fall A =0 eine Konstante, im Fall 
A +0 in. linear. 

Als Beispiel dient (§31/34) die Béhandlung von 2 «4 —1 = y® vermége (x) =1; 
Yo=1). Mit x=t+4 entsteht y?=2+48/+4122+48t+1. Aus M(t) =4t+1 
folgt die vermittelnde Gleichung ¢*1t?+ 2(4¢+ 1) r—2(#2+4¢— 2) =0 usw., aus 
M(t) =—2t2+4t+1 die vermittelnde Gleichung #?1?+2(— 2+ 4¢+1)7+ 
+2¢(¢—12) =0 usw. 

Haben wir zwei Lésungspaare (x,; y,) und (x2; Ys) (*, + x2), dann gelingt die 
Zerlegung (§35/36) wie oben (§20/23). Erst jetzt erhalt M(x) die zweckmaBigere 
Form * 

(7.9) M(x) = (nw Vy) # + Vi%s— Va" 


Xe — *y 


88 Diese Form hatte sich unmittelbar aus dem Ansatz y* = (a % + B)* — A(# — %) X 
x (x — *,) g(x) entnehmen lassen: Wenn + = %,, dann ist a%, + B= yz. 
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Als Beispiel dient (§37/40) x4+7x?+1=y? mit den Lésungspaaren (x, =0; 
y,=+1) und (x,=1; y.=3), also M(x) =2x+1 bzw. 4x—1. In §41/44 
sieht EULER drei Lésungspaare (x; y;), (%2; Ve), (%33 V3) mit x, + X%» + x, + x, +0 
als gegeben an. Jetzt verwendet er den Ansatz 


(7.10) y® = (% 8+ 2B x+y)? — A(x — %) (% — %q) (% — 4%) (x — %), 


kann die Konstanten «, 8, y ahnlich wie vorhin bestimmen und findet sogleich 
eine vierte Lésung x,. In § 45/49 wird das Beispiel 3 x*+ 1 = y? mit den Anfangs- 
x1|0}1}2 
y}1|2)7 
nov. III, 41 beriihrt. 


werten durchgerechnet. Dieses Beispiel wird iibrigens schon im Inv. 


8. Mitverwendung der WeierstraBschen §-Funktion 


Erstaunlicherweise hat EULER trotz dieser schon sehr weitreichenden Ergeb- 
nisse nicht gesehen, daB er nunmehr alle Bestandteile zum Aufbau einer allgemeinen 
Theorie der Lésungen von (1.1) in der Hand gehabt hatte.. Gehen wir nochmals 
zuriick zur Herstellung der vermittelnden Gleichung aus einem einzigen bekannten 
rationalen Lésungspaar (%9; ¥9)! Wir kénnen das Ergebnis nach vollzogener 
Umrechnung in neu bezeichneten Konstanten so anschreiben: 


(8.1) Y?2 = (PX2+ 2QX + R)?— X?2(AX?4+ 2BX +C). 
Setzen wir nunmehr 
(8.2) +Y=(P+é)X*420X+R, 


dann entsteht die vermittelnde Gleichung 


X*§4 2(PX24 20X + R)E+ AX*4+ 2BX4+C 


(6.5) = (&+4+2P&+ A) X*4+ 2(2Q0€+ B)X+2RE4+C=0. 
Wird hier 

(8.4) +n = (@+2PE+A)X+2Q0E+B 

gemacht, dann ergibt sich 

(8.5) n® = (20+ B)?— (2RE+C) (&42PE+ 4). 


Sehen wir (X; Y), (X; &) und (&; 7) als cartesische Koordinaten an, dann stellt 
(8.14) die Gleichung einer Kurve C, héchstens 4. Ordnung vom Geschlecht 1 
dar. Sie ist vermége (8.2) birational auf die durch (8.3) dargestellte weitere 
Kurve ©, 4. Ordnung vom Geschlecht 1 bezogen, die ihrerseits vermége (8.4) 
birational auf die durch (8.5) dargestellte Kurve J} 3.Ordnung vom Geschlecht 1 
bezogen ist, die also ihrerseits mit C, birational zusammenhangt. Wird hier 
P =0 gesetzt, dann haben wir die einfachste derartige Uberfiihrungsméglichkeit 
vor uns. Schon Ever hat sich ihrer bedient und nur den Ubergang zu J} nicht 
vollzogen. Wird aber P so gewahlt, daB-C in (8.1) wegfallt, dann ist in (8.5) 
statt der primitiven Lésung §=—C:2R (R=+0) die primitive Lésung §=0 
entstanden. Das andert im Grunde nichts an den Einzelheiten. Wir kénnen 
jedoch P auch so wahlen, daB der Ausdruck €*+ 2 P§-+ A rational in zwei Linear- 
faktoren zerfallt. Das ist deshalb sinnvoll, weil so drei Lésungspaare der Gl. (8.5) 
in Evidenz gesetzt werden kénnen. 
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Indem wir nunmehr & durch —2R&+S und 7 durch 2R*y ersetzen und S 
so bestimmen, da8 das Glied bei €? in der umgerechneten Form (8.5) verschwindet, 
erhalten wir 


(8.6) n® = 46° — go& — gy. 
Hier sind g., g, rationale. Konstante, d.h. eindeutig aus den urspriinglichen Kon- 


stanten der Gl. (8.1) herstellbar. Haben wir drei zusammengehorige Rational- 
punkte J7, (&,; m), 172 (&2; m2), L1s(&3; 43) der Kurve (8.6), dann ist 


(8.7) 4&3 — g,& — gg = (x & + B)?+ 4(E — &) (& — &) (€ — &). 


Folglich ist y,=a«é&,+ 8, d.h. die drei Rationalpunkte J/,, /7,, 7, liegen in einer 
Geraden. Also ist aus zwei von ihnen der dritte bestimmt. Indem wir in (8.7) 
bez. der &-Potenzen identifizieren, erhalten wir weiterhin 


a? = 4(f,+ &+ 5) 
(8.8) — 2uB8 = 4(€,6,+ & 6+ &1 £2) + 8 
B? = 48, &, £5 — gs. 


Wir entfernen « und f: 
(8.9) (6+ &a+ §5) (46, &, §, ae 8s) _ (Fs &3+ §s &+ g, f+ Z . &2)*. 


Diese wichtige Beziehung laBt sich in Zusammenhang mit der Parameterdar- 
stellung von (8.6) vermittels der WeierstraBschen elliptischen Funktion 6 (¢) 
bringen, die aus der Differentialgleichung 


(8.10) 9’? (t) = 46° (t) — 26 (4) — Bs 
definiert ist. Wir erhalten namlich 
(8.11) f=6(), n=6'(). 


Nun ist (8.9) das bekannte Additionstheorem der elliptischen Funktion 6 (é) 
und besagt, daB 
(8.12) t+ tet ty =0. 


Ist hier &, + & + & + &,, dann ist J7, /7, [1, eine Kurvensekante. Wir sagen: Aus 
IT, und JT, ist I7, vermége der Sekantentransformation bestimmt, und deuten dies 
durch die Schreibweise J7, /7,—> I], an. Natiirlich ist auch //,//,>J/,, ebenso 
IT, IT, > IT, usw. : 

Lassen wir etwa J7, gegen /7, riicken, dann geht & gegen é,. Jetzt wird (8.9) zu 


(8.13) (28, + &) (487, — &) - (&{ + 26, f+ 3 8s)*. 


Nun ist &, aus &, rational bestimmt, weil sich das in &, quadratische Glied 4&7 & 
beiderseits weghebt. Das Ergebnis ist die Tangententransformation, kurz be- 
zeichnet durch /7,> //,. 

Wollen wir diese Zusammenhange im Parameter ¢ der 6-Funktion ausdriicken, 
dann miissen wir neben J7 (£; n) =J1(t) auch noch den Spiegelpunkt /7(&; —n) = 
= J7T(—1) von J] an der &-Achse verwenden. Jetzt erscheint die Sekantentrans- 
formation in der Form J7(t,) [7 (t,) > /7(—t,—t,) und die Tangententransforma- 
tion in der Form J, (t,) = /7,(— 2t,). Ist insbesondere ¢, =t, =tg, dann ist der 
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zugehoérige Punkt J7 einer der Wendepunkte der Kurve. Ist er Rationalpunkt, 
dann geniigt sein § der Bedingung 


(8.14) 3 (48° — g) = (362+ 2,)*. 


Haben wir also zwei verschiedene Rationalpunkte J//, ; J7, der Kurve (8.6), wobei 
IT, + IT, ist, dann 1aBt sich [7, vermége einer der drei Gln. (8.8) — am zweck- 
maBigsten aus der ersten — numerisch verhaltnismaBig einfach bestimmen; 
denn wir kennen ja a und # aus der Gleichung 7 =a&+f der Sekante. Ent- 
sprechend rechnen wir im Fall der Tangententransformation. Wir erkennen also, 
daB das Eulersche Verfahren des Abschn. 7, nur um ein weniges weitergefiihrt, 
alles das enthalt, was man sonst vermége der elliptischen 9-Funktion auszuspre- 
chen pflegt. Freilich sind noch einige Erginzungen vonnéten, die wir am zweck- 
maBigsten an der J; (8.6) anschaulich illustrieren. 


9. Von den Rationalpunkten auf der Kurve 3. Ordnung vom Geschlecht 1 


Zunachst ware festzustellen, daB aus jeder rationalen Lésung (&,;7,) von 
(8.6) eine Kette weiterer Lésungen hervorgeht. Sie kann geometrisch so defi- 
niert werden: 


(9 1) Neg IT, IT, > Ig; IT, IT, > 17,; sae5 I, 11,,-> 1,4: “4 
fi,» 11,; 7, i1,+11,; 7, f,>11,; ...: Hi7,+ Mes; ... 


Werden irgend zwei Punkte dieser Kette durch die Sekanten- oder Tangenten- 
transformation miteinander verkniipft, dann entsteht immer nur ein weiterer 
Punkt dieser Kette: 


IT, IT, el 


(9.2) |; i: io: 
; li il, > Mate 


IT, IT, liefert nur den uneigentlichen 
11, 11, > In —n | 


Punkt der 7-Achse 


Durch birationale Ubertragung dieser Punktkette entstehen die Rationalpunkte 
der Ausgangskurve C, und nur diese, natiirlich ebenfalls in einer Kette ange- 
ordnet. 

Eine solche Kette kann sowohl aus einer endlichen wie aus einer unendlichen 
Anzahl von Gliedern bestehen. 


Beispiel fiir eine in den x zweiteilige Kette ist y? = 4 x*+- 24% — 28. Ausgangs- 
punkt ist P, (4; 18). Die Tangententransformation fiihrt auf P,(1;0)=P,. Jetzt 
ist die Ketfe zu Ende, weil aus P, weder durch Tangententransformation noch 
aus P, P, oder P, P, durch Sekantentransformation ein weiterer Punkt gewonnen 
werden kann. 

Beispiel fiir eine in den x dreiteilige Kette ist das schon von EuLER® erwahnte 
+41 =y*, gleichwertig mit .4(§+1) = 7%. Ausgangspunkt ist IT, (2; 6). Die 
Tangententransformation fiihrt auf den Wendepunkt /7,(0; —2), dem der 
Wendepunkt /7,(0; 2) zugeordnet ist. Aus J7,/7, entsteht /7,(—1;0)=I]g. 
Die Kette beginnt mit &, und endet mit &,; weder aus &, noch aus &, als Anfangs- 
werten lassen sich weitere Lésungen ermitteln. 
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Schon im Inv. nov. 9—11 findet sich ein Beispiel fiir eine Lésungskette mit 
einer endlichen Anzahl von Gliedern. Es handelt sich um eine interessante Ent- 
deckung von BILLy, die bei Behandlung dreifacher Gleichungen zustande ge- 
kommen ist: Ist at+1=(), d¢+1=0(0), (a+0)¢+1=(, dann setzen wir am 
zweckmaBigsten (a+ 6) ¢+1=x. Jetzt ist 


sap noo = (a+ bd) cena 
(a + b)® (bt+ 1) = (a+b) (bx +a)] 


Die Lésungen der dreifachen Gleichung finden sich also unter den Lésungen der 
Gleichung x (ax-+b) (bx+ a) =y?. 

Wir kennen den Rationalpunkt y| A 
P.(4; a+) und die Rationalpunkte 
2, (0; 0), Q2(—F; 0), Q(—2; 0). ee 
Jetzt entsteht Rh>0,,7A.Q0,.>P,(-1; 
a—b), RQ,>R(—1;5-—a). Wir 
haben also 7 Rationalpunkte vor uns; 
Abb.1 gibt das zugehdérige Verflech- 4 a; Ahh 
tungsbild. Je nach Art der Ausgangs- 
bedingungen ergeben sich verschiedene 
Méglichkeiten ®*. 

Indem wir die Lésung x, =a in 
Evidenz setzen, kénnen wir anstelle 
der Gl. (8.6) auch 3 


2 _ am £18 an aff 
x (x a) + (bx c) =F Abb. 1. Sieben Rationalpunkte auf einer Kurve 3. Ordnung 


(9.3) = «8+ (b?— a) x*?9—2bcx%+ 0c? 


schreiben. Hier ist also x,=a im Sinne FERMATs eine primitive Lésung; eine 
weitere primitive Lésung im Sinne FERMATs wiirden wir aus dem Ansatz 


at 


nS) 


(9.4) y= + 8 bx—c 

erhalten, der auf . 

(9.5) . y= (att bx—c) = 4 8[e4 Het 

fiihrt und die Lésung x, = — 4c (ab —c) : a? in Evidenz setzt. Gehen wir nunmehr 
im Sinne des Ansatzes (7.6) mit 

(9.6) y=Ax®E+bx—c 


8® Ausgangsbeispiel ist Inv. nov. II, 9: a= 2, b= 3.- Die dreifache Gleichung hat 
die Lésung ¢=0, auf der Kurve illustriert durch die Rationalpunkte P,, PR. Fort- 
setzung in Inv. nov. II, 10: a=5, b=16. Die dreifache Gleichung hat die Lésung 
t=0, ferner die auf diesem Wege nicht erhaltliche Lésung ¢= 3, aus der dann im 
Zusammenspiel mit der ersten unendlich viele weitere Lésungen hervorgehen. Er- 
ganzung in Jnv. nov. II, 11: a=1, b=2. Die dreifache Gleichung hat nur die Lésung 
t=0; das Problem kann keine weiteren Lésungen haben, weil es sonst vier Quadrat- 
zahlen in arithmetischer Reihe gabe. Dieser Unmédglichkeitssatz, direkt beweisbar 
durch eine numerische descente, wird anderweitig von FERMAT nur im Brief an MER- 
SENNE vom Mai 1640 erwahnt”, 
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zur vermittelnden Gleichung 
(9.7) A? x2 E24 2A(bx—c)F+a—x=0 


iiber, dann werden x und & vertauschbar, wenn A=1:2c gesetzt wird. Nach 
Beseitigen der Briiche erhalt die zugehérige vermittelnde Gleichung die Form 


(9.8) x2 E24 4c(bx —c)E+ 4c?(a — x) =0. 


Beginnen wir hier mit x, =a, dann entsteht aus (9.8) nach Abspalten des un- 
brauchbaren Faktors € genau die Lésung x,. Folglich ist x, im Sinne der von 


i] IS j7 


47 
19 18 JS 
$i a {—». > <i 
I 7 Si 
a2 > 2 2 2 lj 8 6 
Z JL 
G 235 A f 
“7 M 
PA ‘ 
A iL ay 2 
57 
J 7) 55 
Abb. 2. Konstruktion héherer Lésungen aus der Grundlésung vermége fortwahrender Sekanten- und Tangententrans- 
formationen 


EvuLER verwendeten Methode keine primitive, sondern eine aus x, abgeleitete 
Lésung. Geometrisch gesprochen: FERMAT bedient sich — auBer vielleicht in 
dem am Ende von Abschnitt 6 erwahnten Beispiel — immer nur der Tangenten- 


transformation, nicht aber der Sekantentransformation. Er erhalt also bei seinem. 


Vorgehen stets Lésungen fiir die von ihm behandelten Probleme, aber nicht 
immer die einfachsten und keineswegs alle mdglichen. 

Nunmehr kehren wir zu der in (9.1) aufgestellten Kette von Rarepeen 
auf der J} zuriick. Vermdge (9.2) erhalten wir 


(9.9) TT => Tam: Tp Typ 44> Te m1 


Das besagt, da8.wir zur Ermittlung eines bestimmten Wertes &, keineswegs die 
simtlichen vorangehenden é, bis zu &,,_, einschlieBlich bendtigen ; vielmehr geniigt 
eine auf Kombination der Tangententransformation mit der Sekantentransfor- 
mation beruhende Auswahl. Wie das im einzelnen zu verstehen ist, lesen wir an 
Abb. 2 ab. Hier ist die Anwendung der Sekantentransformation durch einfache 
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Pfeile, die der Tangententransformation durch Doppelpfeile angedeutet. Diese 
Figur, aus der sich sogleich der durch Zusammenwirken dieser Transformationen 
kiirzeste Weg zur Bestimmung eines gesuchten &, entnehmen ]48t, nennen wir 
den Lésungsstern. Es ware zwar méglich, auch direkt von &, zu &,, allgemeiner 
von &, zu &,,, iiberzugehen; aber die hierzu erforderliche Umrechnung ist schon 
ziemlich verwickelt und daher numerisch nicht mehr so zweckmaBig wie das 
ausschlieBliche Zusammenspiel zwischen der Sekanten- und Tangententrans- 
formation. 

Die Glieder dieser Kette werden aus dem Anfangsglied &, festgelegt. Wahlen 
wir als solches nicht eine primitive Lésung der Ausgangsgleichung, sondern ein 
anderes, das mit &,, bezeichnet werden mdge, dann enthalt die aufgebaute Kette 
nur die Glieder &,,,(k=+-0, ganz); diese bilden eine Tez/kette der ganzen Kette. 
Der Entscheid dariiber, ob das gewahlte Ausgangsglied die zugehérige primitive 
Ausgangslésung darstellt oder nicht, wird wohl nur durch eine zum Bisherigen 
hinzutretende numerische descente gefallt werden kénnen. Das ist der groBe 
Nachteil. des Verfahrens; eine dérekte Methode zur Feststellung der primitiven 
Lésungen oder ihrer Nichtexistenz ist bisher noch nicht éntwickelt worden. 

Aus dem Bisherigen geht hervor, daB auch die Gl. (1.1) mit A= 0 héchstens 
vier voneinander unabhangige primitive Lésungen haben kann. Zum Beweis 
setzen wir in 


(9.10) (x*+ px + 9)? — (x — a) (x — 6) (x —c) (x—d) = y? 


die voneinander und von Null verschiedenen Lésungen x =a bzw. b bzw. c bzw. d 
in Evidenz. Die zu (9.10) gehérige vermittelnde Gleichung ist 


(x — a) (x — 6) S®@— 2(x2+ pat ag) + (x —c) (x —d) 


| 
Ott) a @—1ytat— [la + 4 298 + (Cd) tabs 298 +ed =O. 


Mit & =1 ergibt sich hieraus die neue Lésung x = (ab+ cd — 2q):(a+b+c+d+ 
+2). Die namliche Lésung entsteht auch, wenn wir die durch A (a; a?+ap+q), 
B(b; b?+bp+4q) oder die durch C(c; c?+cp+q), D(d; d*+dp+q) bestimmten 
Sekanten nochmals mit der Kurve schneiden. Daraus folgt als Nebenergebnis, 
da die Nebenecken des aus den vier rationalen Kurvenpunkten A, B, C, D bestimmten 
vollstindigen Vierecks ebenfalls auf der Kurve liegen und Rationalpunkte auf ihr 
sind. 

DaB es auch weniger primitive Lésungen geben kann, zeigt das bereits in 
Abschn. 7 erwahnte Beispiel 3 x*+ 1 =? von EuLER. Wir gehen aus von den 
zwei primitiven Lésungen mit den Bildpunkten A(2;5) und B(1;2). Die Se- 
kantentransformation vermége AB fiihrt zum Wendepunkt Ci (0; —1), die weitere - 
Sekantentransformation vermége AC auf D(-3; — 4), erneute Sekantentrans- 
formation vermége BC auf D(— 2; 4). Die Punkte ( und C kénnen als Wende- 
punkte nicht Ausgangspunkte von Lésungsketten sein, wohl aber die Punkte 
A,B und D. Da sie nicht in einer Geraden liegen, fiihrt der Ansatz 3 x°+-1 — 
— (x —1) (x — 2) (3x+-2) nicht zum Quadrat eines in x linearen Ausdrucks. Da 
aber zum Teil drei Punkte in einer Geraden liegen, liefert der Ansatz 3 x*+ 
+1+3A?x(x —1)(x—2)(3*+2) = ebensowenig zum Ziel. Immerhin lassen 
sich aus A, B, D drei Lésungsketten aufbauen und alsdann kombinieren. 
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Wie die Verhaltnisse im Fall von zwet bekannten primitiven Lésungen é =« 
bzw. B liegen, laBt sich am zweckmaBigsten allgemein an der Gl. (8.6) unter 
Verwendung der 6-Funktionen tiberblicken. Dem Wert von « entspreche vermége 
6 (a) =a der Parameter a, dem Wert f entsprechend vermdge 6 (b) der Parameter 0. 
Diese Zuordnung ist eindeutig méglich. Da a und f zwei verschiedene primitive 
Lésungen sein sollen, miissen a und b inkommensurabel sein. Die auf « gestiitzte 
Lésungskette ist gekennzeichnet durch die Parameterwerte ma (m=-0; ganz), 
die auf B gestiitzte durch die Parameterwerte nb (n +0; ganz). Die Kombination 
der einzelnen Lésungen erzeugt die Parameterwerte ma-+ nb. Sie fiihren auf eine 
dritte primitive Lésung mit dem Parameter a+); die auf a+b gestiitzte Lé- 
sungskette ist vollstandig in den Kombinationen der auf a und b gestiitzten 
Lésungsketten enthalten. Auch die auf a, a+b bzw. 6, a+-6 gestiitzten Lésungs- 
ketten erzeugen durch Kombination die saémtlichen vorhandenen Lésungen. 
Entsprechend 14Bt sich auch der in (9.10) angedeutete Fall mit vier voneinander 
unabhiangigen Lésungen behandeln. 


10. Von den doppelten und mehrfachen Gleichungen 
und den kubischen Problemen bei Fermat und Euler 


DaB das soeben geschilderte Verfahren zur Behandlung von (1.4) auch die 
rationalen Lésungen der doppelten Gleichungen umfaBt, 14Bt sich so erkennen: 
Wird 
(10.1) a4%#+2bx*+¢=0, a,x%7+2)x%+¢e=0 


durch die bekannte Ausgangslésung x, (= 0) erfiillt, dann kann man die allgemeine 
Lésung einer dieser beiden Gleichungen in einem einzigen Parameter ¢ angeben, 
der in Zahler und Nenner des zugehérigen x héchstens quadratisch auftritt. 
Indem wir diese Lésung in,die zweite Gleichung einsetzen, erhalten wir nach 
Beseitigen der Briiche eine Gleichung der Form (1.1). Diirfen wir die beiden 
linken Ausdriicke von (10.1) als teilerfremd ansehen, dann kann die fragliche 
Gleichung ohne weiteres durch seitenweise Multiplikation der beiden Ausgangs- 
gleichungen erhalten werden. DaB sich FERMAT dieses Zusammenhanges wohl- 
bewuBt war, geht u. a. aus (5.3) hervor. Sollte jedoch in numerischen Fallen 
die linke Seite nicht immer auf Lésungen der Ausgangsgleichungen fiihren, so 
macht das nichts aus; denn alsdann erhalten wir die gesuchten Lésungen aus der 
Gesamtheit der uns zugdnglichen rationalen der durch Multiplikation entstan-— 
denen Gleichung durch passende Auswahl. Dieses Verfahren geht tiber das von 
- Fermat und EuLER angewendete hinaus und hilft auch bei dreifachen und vier- 
fachen Gleichungen®. 


* In den Randnoten zu DiopHant wird zwar des éftern von dreifachen Glei- 
chungen gesprochen, aber nur in der zu VI, 24 [22] (FO I, 334/35), woesum#+4=Q, 
2*+4=0, 5*+4=D geht, wird das Verfahren niaher erlautert: Man hat die erste 
Gleichung vermittels * = #+ 4¢ identisch zu erfiillen und erhalt auf diesem Wege 
eine lésbare doppelte Gleichung. Im Inv. nov. II wird das Fermatsche Verfahren an 
sehr vielen Beispielen erlautert und auch auf mehrfache Gleichungen ausgedehnt. 
DaB es hicht so wirksam ist wie das vermége der Multiplikation der Teilgleichungen, 
werde etwa am Beispiel aus Juv. nov. Il, 3 dargetan: Dort handelt es sich um die 
Bestimmung jener Werte ¢, durch die¢+1= (0), 2¢+1=0, 5¢+1=0.. Mit¢+1=¥% 
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Auch die kubische Gl. (1.2) laBt sich auf (1.1) zuriickfiihren. Hat namlich 
(4.2) ein rationales Lésungspaar (x,; y,), dann 14Bt sich aus dieser Gleichung durch 


den iiblichen Ansatz x =+ 5 eine neve herstellen, worin nach Beseitigen der 


Briiche aus A eine Kubikzahl wird. Setzen wir nunmehr in der so transformierten 
Gleichung 
(40.2) @ x84 Bxt4+Cx+d=y'8 = (ax + 2), 


dann verbleibt eine in x quadratische Gleichung, die rational aufgelést werden 
muB8. Ihre negative Diskriminante ist in z vom 4. Grad. Damit ist die Riick- 
fiihrung geleistet. 

Jetzt wenden wir uns nochmals zuriick zum Vierkubenproblem des 4. Ab- 
schnitts. Das Bild der Gleichung 


(10.3) x34 y3 = ad+ b 


in cartesischen Koordinaten ist symmetrisch zur Geraden x — y =O und stellt 
eine Kurve 3. Ordnung vom. Geschlecht 1 dar, deren (nicht rationale) Wende- 
punkte in den Schnittpunkten mit den Achsen liegen, wobei die Wenderichtungen 
achsenparallel sind. Die Kurve hat auBerdem die Gerade x-+ y =0 zur Asymptote. 
Alles bisher Gesagte iiber die Sekanten- und Tangententransformation gilt auch 
fiir die Rationalpunkte dieser Kurve. FERMAT bedient sich auch hier nur der 
tterierten Tangententransformation, wenn wir sein Verfahren geometrisch wenden. 
Deshalb entgeht ihm die Lésung (4.10) des speziellen Problems x*+ y® = 25+ 14%, 
die auf der Mitverwendung der Sekantentransformation beruht. 

Die Gesamtheit der Rationalpunkte der Kurve (10.3) la8t sich wiederum 
aus primitiven Lésungen in Form von Ketten angeben. Die Gl. (10.3) hat bei 
einigen der von FRENICLE angegebenen Lésungen® zwei unmittelbar ablesbare 
primitive Lésungen, zu denen die dritte vermége der Sekantentransformation 
bestimmte tritt. Damit ist alles Wesentliche iiber das Vierkubenproblem gesagt. 


Das Fermatsche Problem des Abschn. 5 handelt von 


(10.4) X®+Y2=A*, X+4+Y=B2, also (X—Y)?=24'—Bt=C? 


erhalten wir 2¢+1=2%—-1=0, 5¢+1=5%—4=(Q). Durch Multiplikation der 
Teilgleichungen folgt *(2%—1)(5*—4)=y? mit der Anfangslésung /4,=0, also 


*, = 1; sie fiihrt z.B. auf P,(1; 1), also R=R(2: 3), jedoch ist der zugehérige Wert 
t. = -> unbrauchbar. Weiterhin ist P P,>P(25; 385) mit tp =24; f4s+1=5?, 


24, +1=7%, 5t,-+1=—11%. Dieses Ergebnis findet sich auch im Juv. nov. II, 3. In 


Prvener Ripers ¢ 

II, 8 wird als nachste Lésung angegeben: * = (ee ere) . Wir erhalten hin- 
14°716°°382°219 

gegen durch unser Verfahren eine andere Lésung in viel kleineren Zahlen: Wohl liefert 


= 2 ° 
PRR ( mee vr a es keine weitere Lésung des Ausgangsproblems, aber mit 
5 221? : 9240 221 \2 {199 \2 
PLP, salle +) erhalten wir ¢; = — TL also t;-++1= ( ar) ,2t,+1= (se) . 


2 
Ste t1= (52) . Ersichtlich fiihrt jede mit ungerader Tiefzahl versehene Lésung der 


verwendeten Hilfsgleichung auf eine Lésung der urspriinglichen Gleichung. 
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oder inhomogen ausgedriickt von 


(10.5) 24#—1=(. 
Dieses Problem 1aBt sich nach Multiplikation mit ¢? = (1 = x auf 


(10.6) 28—x=y? 

zuriickfiihren. Es hat zwei primitive Lésungen, namlich x,=1 und x,=—3, 
denen die weitere primitive Lésung x, = — #4 zugeordnet ist. Wir erhalten also 
(10.7) 28—x= (24?)'4 2(x—1)(2+4 )(x+5)=%. 

Ist iibrigens x =a eine Lésung von (10.6), dann ist x = — = eine andere. Ver- 


mége dieser Zuordnung, die durch Hinzunahme der Lésung x =0 zustande 
kommt, hangen die Ketten aus x, und x, miteinander zusammen. 

Natiirlich laBt sich auch das Fermatsche Problem der flachengleichen Drei- 
ecke (3. Abschn.) entsprechend behandeln. Dies mag am Beispiel 6 x (x? — 1) = y? 
dargelegt werden. Indem wir die bekannte Lésung x =2 in Evidenz setzen, 
erhalten wir 


(10.8) 6x (x® — 1) = Z[(x — 2)? (24% — 25) + (44% — 10)*] = y?. 
Wir finden also vermége der chan-ertanaranrn "5 aus dem bekannten 


Rationalpunkt FP (2; 6) den weiteren Rationalpunkt P (Fe ar ; 33 


Sekantentransformation aus 9, Py den Rationalpunkt At 23 : B a 2). 
Vermittels 2%:(%?—1):(x?+1) ergibt sich das Seitenverhaltnis der in Frage 
stehenden Pythagoreischen Dreiecke. Es sind genau die drei auch von FERMAT 
angegebenen. 

Eine interessante Anwendung findet sich im Inv. nov. II, 4: Dort geht es 
um die Auflésung der dreifachen Gleichung 2¢+4=(], 3¢+-4=0, 6t+4=0. 
Indem wir hier 3¢-+4=2x setzen, erhalten wir 3(2¢+ 4) =2(x+1), 64+4= 
=4(x—1); also hangt das Problem wiederum von der Lésung der Gl. (10.8) ab. 
Hier ist x, =2 brauchbar, fiihrt jedoch auf wheapenenng t=O zuriick. 
os 


und vermége der 


- Die Lésung x, =- 2 - von (10.8) ist unbrauchbar, aber x, =- = “_ ist wieder ver- 

wendbar. Jetzt haben wir die on? von FERMAT ree Lésung tao 
on 94? : 

vor uns. Aus ihr entsteht 2¢+4= i » 3t+4= a , 64+4= rok Ob sich 


FERMAT bzw. BILLy der Gleichwertigkeit dieser Aufgabe mit der von den flachen- 
gleichen Pythagoreischen Dreiecken bewuBt war, kann aus dem‘nur ganz knapp 
gehaltenen Text nicht entschieden werden. 

Auch die beiden Probleme der ersten Herausforderung Feruats™ gehoren 
in diesen Zusammenhang. Das eine von ihnen, namlich >’ x? = y?, fiihrt fiir Prim- 
zahlen x auf 


(10.9) (x +1) (x24 1) = y®= (3.x — 1)? + x(x — 1) (x — 7) 
und setzt die primitiven Lésungen x =0 bzw. 1 bzw. 7 in Evidenz. Andere ganz- 


zahlige Lésungen gibt es nicht. Die Lésungen FRENICLEs geniigen, weil aus 
zusammengesetzten Zahlen aufgebaut, nicht der Bedingung (10.9). 
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Das andere Problem, namlich >’ x? = y3, fiihrt fiir Primzahlen x auf (10.1) 


2 ; , : ; 
C@+x4+1=y= ( at) + 3 , ist also gleichwertig mit 


(10.40) 4y?— 3 = 22. 


Diese Gleichung hat die primitive Lésung y =1; z=1; x =O oder —1. Aus ihr 
geht vermége (10.10) die weitere Lésung y = 7, z =37; x =18 oder — 19 hervor, 
die jedoch nicht brauchbar ist. Weitere ganzzahlige Lésungen gibt es nicht. 


Indem wir etwa y = . +1 setzen, erhalten wir die Lésung x = 18 auch unmittelbar. 

Aus ihr lieBen sich weitere Lésungen vermittels x =¢+ 18 usw. finden. 
SchlieBlich sei auf die Beziehung zu den Fermatschen Unmédglichkeitssatzen 

hingewiesen**!, Geht es etwa um den Nachweis dafiir, daB kein Pythagorei- 

sches Dreieck eine Quadratzahl zur Flache hat, so haben wir die aus (3.6) fol- 

gende Gleichung uv (wu? — v?) = (] oder bei Verwendung der inhomogenen Schreib- 

weise (mit v =1) die Gleichung 

(10.11) x(x*?—1)=y? 

vor uns. Diesmal kennen wir zwar die drei auf der X-Achse gelegenen Rational- 

punkte der zugehérigen Kurve C;, aber keinen weiteren. Ahnlich steht es beim 


Unméglichkeitsproblem a*+b4=c*. Wir setzen wiederum }) =1, erweitern mit 
a* = x und haben die Gleichung 


(10.42) x(x?+ 1) = y%, 


kennen jedoch nur den einen Rationalpunkt (0; 0). 
Das Unméglichkeitsproblem a*+ b? =‘c’ fiihrt mit c=1 auf 


(10.13) +t yi = 1, 


Wir kennen zwar die rationalen Schnittpunkte mit den beiden Achsen, kénnen 
jedoch aus ihnen nichts schlieBen, weil es sich um die beiden im Endlichen gelegenen 
Wendepunkte der Kurve handelt. 

In keinem dieser Unméglichkeitsfalle kénnen wir die descente entbehren; 
denn nur auf arithmetischem Wege laBt sich zeigen, daB keine der fraglichen 
Gleichungen weitere primitive Lésungen besitzt. 


%1 Schon in der Abhandlung Theorvematum quorundam arithmeticorum demon- 
stvationes, die der Petersburger Akademie am 23. VI. (4. VII.) 1738 vorgelegt wurde 
[mit Zusaétzen vom 16. (27.) VIII. 1738], bemachtigt sich EULER der Fermatschen 
descente: Erstdruck dieser Abhandlung in den Commentarii ac. se. Petr. 10, 125—146 
(1738), 1747 = EO II, 38—58. Es handelt sich hier um tie Untersuchung von a‘ + b4 = 
=c*® usw. Ler Sachverhalt wird dann in der Algebra®!, Kap. 13, Art. 202/10 im AnschluB 
an diese Abhandlung wiedergegeben. Zunachst erscheint der Nachweis fiir a* + b* + c?, 
dann der fiir a*+2b4+ c?, fiir 2(a*+ b*) +c? und at+4b4+c*. Im Supplementum 
quorundam theorematum arithmeticorum, quae in nonnullis demonstrationibus supponun- 
tur®!, geht es dann um a* + b? +c’. Das Wesentliche dieses Beweises erscheint in der 
Algebra, Kap. 15, Art. 242/43; dann folgt in Art. 247 der Nachweis fiir a* + b® + 2c°. 
Setzen wir hier a=cx, b=cy, dann kénnen wir aus x**+ y3=2 entnehmen, daB 
nur der Rationalpunkt (1; 1) auf der zugehérigen C, bekannt ist. Da seine Tangente 
zur Asymptote parallel ist, 14Bt sich hieraus keine Kette aufbauen. 
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Zusammenfassend stellen wir fest, daB sowohl FERMAT wie EULER gefiihls- 
maBig durchaus richtige Vorstellungen von den Zusammenhangen gehabt haben, 
wenn sie auch mancherlei noch nicht in voller Klarheit auszudriicken vermochten, 
wie etwa die Gleichwertigkeit von (1.1) und (1.2). Schon FERMAT ahnt, daB 
vermittels der aus unendlich vielen Gliedern bestehenden Lésungsketten in sich 
dichte Mengen aus Rationalpunkten auf der J; konstruiert werden, die in sich 
dicht auf die Bildkurven der Ausgangsprobleme abgebildet werden kénnen, 
vermag jedoch diesen Zusammenhang mangels der geometrischen Deutung noch 
nicht so kurz auszusprechen wie wir. Im Wissen um diesen Zusammenhang stellt 
er fest, daB jedes Problem, dessen Zulassigkeitsbereich fiir uns aus Teilbégen 
der J; besteht, lésbar ist: die Aufgabe fiir ToRRICELLI also, wie auch das Vijer- 
kubenproblem, um nur zwei besonders charakteristische Beispiele anzufiihren. 
Freilich ist sein Verfahren noch unvollkommen; es beschrankt sich — soweit 
genauer ausgefiihrt — auf die ausschlieBliche Verwendung der Tangententrans- 
formation. EvuLER ist mit der Herstellung der vermittelnden Gleichung viel weiter 
gekommen. Er hat im Grunde alles in der Hand, was zum Additionstheorem 
der §-Funktion gehért, freilich noch nicht auf funktionentheoretischem Wege, 
sondern rein arithmetisch gewonnen. Sein Vorgehen liefert bei passender Weiter- 
fiihrung die Gesamtheit aller Rationalpunkte auf der /;. Der Entscheid dariiber, 
daB alle méglichen gefunden worden sind, la4Bt sich jedoch nicht auf dem von 
ihm begangenen Wege leisten; hierzu ist zusdtzlich das Vorgehen vermittels der 
descente unentbehrlich. 
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Classical Optics is a Mathematical Science 


Vasco RONCHI 


I call “‘classical’’ that optics which is generally taught and studied under 
the names “‘geometrical”’ or ‘“‘ physical’’, that is, the optics of light, colors, and, 
in particular, images. It is usually regarded as a physical science which is often 
treated by mathematical means, whether analytic or geometric. 


It is proper to explain that when I speak of a physical science, I mean a science 
whose purpose is to know nature as well and as deeply as possible, to determine 
its laws either by mathematical reasoning or by observation and experience. 
On the other hand, when I speak of a mathematical science, I mean a rational 
procedure which, from assumed hypotheses or fundamental postulates deduces 
its laws and conclusions by logical process alone without further references to 
experience. 

After this explanation, I propose to demonstrate the thesis that contrary 
to the usual view, classical optics is a science not physical but mathematical. 
{e this end I think it is enough to show that the laws of classical optics are rational 
deductions from a hypothesis rather than being of experimental nature. How- 
ever strange and bold this thesis may appear, it should be regarded as sufficiently 
demonstrated if we identify the hypothesis from which the laws of classical optics 
are deduced and if we show also that those laws do not answer at all to the results 
of experiment. 


A treatment of optics may be based either upon geometrical rays or upon 
waves as means of representing the phenomena. Either may be used to demon- 
strate my thesis, but so as to simplify matters I shall choose rays 


The first fundamental element of classical optics is the “luminous point”, . 
and I must begin by making this idea clear and precise, since it is necessary from 
the beginning to avoid a confusion of language which may go over into a confusion 
of ideas 

In common language, a “luminous point” is a very small and clear figure 
like a star in the night sky. In optical language, the same phrase means a mathe- 
matical point, that is to say, an object of negligible dimensions, which emits light. 
It can emit its own light (in this case it is sometimes called an “‘autoluminous 
point’) or a light received from other sources (in this case it is called an “‘illumin- 
ated point”’), but this distinction has no importance in the geometric theory. 
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Since rays are being used, the point is defined optically as the center of a star 
of rays, or, rather, as the vertex of a cone of rays. Since, as we shall see, it is 
very significant that to indicate this vertex a phrase has been adopted which 
in the common language has another meaning, so as to avoid confusion it is better 
to call the vertex of a cone of rays a “radiating point’’, not a ‘“‘luminous point”’, 
and to reserve this second term for the stars we see in the night sky. Indeed, 
words and phrases of common speech are often used in scientific language 
with different meanings, but those special meanings are well and explicitly 
defined. In the case of the luminous point, however, no one explains the 
exact meaning of the term, so that the reader is inclined to-.interpret it in 
its common sense. 

So, having set aside the ‘‘luminous point” and introduced the “radiating 
point’, let us examine another fundamental element of classical optics: 
the image. 

In classical optics there is no true and complete definition of image, and this 
is one of the gravest defects of the science. The common argument is the follow- 
ing: a cone of rays emitted from a radiating point is reflected by a mirror or re- 
fracted by a lens or, at any rate, by an optical system. If the emergent rays 
constitute a cone, the vertex of this cone is called the “‘image’’ of the radiating 
point. This image is called ‘‘real’’ if it is on the actual path of the rays, and 
“virtual” if it is on their prolongation backwards. Generally no basis for this 
definition is given, and it is not at all clear whether the word “‘image”’ is used 
here in a particular meaning or in its ordinary sense (for, of course, the word 


-“image’’ has a meaning in the common language also). 


But it is not this point I wish to criticize; later it will be examined at length, 
Adopting the most rational and simple solution, let us assume that the above 
definition of image has a special meaning different from the common one. Never- 
theless, things become complicated when we have to notice that most optical 
systems when they receive a cone of rays from a radiating point reflect or 
refract them so that the emergent rays do not constitute a real cone having. 
a vertex but rather a beam of rays having more or less of a throat or even 
two throats. 

Having defined the image as the vertex of a cone of rays emerging from 
an optical system, it should be logical to say that a system which does not 
produce a cone of emergent rays having a vertex, does not produce an image. 
On the contrary, we say that they do produce images, but we call them 
“aberrant’’, that is, defective. Thus the definition of image is completely 
negated. 

This theoretical and formal vagueness is a symptom of the general misunder- 
standing lying at the basis of classical optics. Leaving out of consideration the 
fact that the cone of rays emerging from an optical system, being imperfect, 
generally has no vertex, let us consider the ideal case where there is a vertex. 
Now we ask, why has this vertex been called an ‘“‘image”’? 

The argument, not always explicitly presented, by which the definition is 
usually justified, is the following: when a radiating point is placed in front of 
the observer’s eye, the eye receives a cone of rays having its vertex at the point 
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itself and its base on the pupil. These rays penetrate the eye and give rise to 
certain actions whose ‘final result is the vision of a luminous point coinciding 
with the radiating point. This coincidence is considered so perfect and general 
that the radiating point may be called ‘‘luminous’’. 

Now then, when the rays emergent from an optical system reach the eye, 
they are in the same condition as those coming from the radiating point, so that 
the eye must see the luminous point at the vertex of their cone. Obviously there 
is no material point at such a vertex; therefore the luminous point perceived 
by the eye, not being the object, is simply an image of it. This is the argument 
that justifies the definition of the image as the vertex of a cone of rays emerging 
from an optical system, whether this vertex be real or virtual. 


But it must be noticed that this argument is of physiological nature and is 
based on a statement considered evident in itself but in fact completely gratuitous: 
that the observer’s eye must see the luminous point at the vertex of the cone of 
rays it receives, whether they come from a material point or from an optical 
system. 

This argument, as I said, is rarely presented explicitly, but instead, a sort of 
experimental demonstration is usually given by means of plane mirrors. Namely, 
a beam of rays emitted by a radiating point and reflected by a plane mirror 
diverges exactly as if it came from a point placed symmetrically to the radiating 
point with respect to the surface of the mirror. It is well known that by repeating 
this procedure for all the points of an object, one builds up its image. Image 
and object are symmetric and symmetrically placed as regards the mirror. After 
this demonstration, the observer in front of the mirror is asked whether he sees 
the object as calculated. The answer is positive. This is the experimental demon- 
stration justifying the definition of image. Consequently the logical problem is 
considered closed ; no further thought is given the matter, and no other demonstra- 
tion of the justness of the definition is needed. 


But when we go on to study spherical or otherwise curved mirrors and then 
prisms and lenses, aberrations are at first left out of account, and the correspond- 
ence between object space and image space is considered. Then the problem 
is.concluded with the mathematical demonstration of the well known Gauss 


formula: 1/X + 1/X' = 4/f 


where X is the distance between the object and the mirror or lens, X’ is the distance 
between the image and the mirror or lens, and / is a constant called the focal 
length. Also for this formula there is an experimental demonstration: the real 
image of a very luminous point is projected upon a screen, and the distances 
separating the object and the screen from the mirror or lens are measured. Usually 
the result agrees with Gauss’ formula. | 

In fact there are cases when this verification is impossible. When the image 
is virtual, it cannot be projected upon a screen; it has to be seen with the naked 
eye; but then measurements turn out to be too imprecise and the problem is left 
aside? The formula is considered completely demonstrated by the mathematical 
reasoning used to derive it and by experimental confirmation in those cases when 
a screen can be used. 
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_ After having thus settled matters for simple lenses, it is easy to proceed to‘ 
more complex optical systems such as telescopes, microscopes, spectroscopes efc. 
I think it useless to go into detail since this subject is very well known and is 
developed in the same way in all the books. 


It is now my duty to shake a little the reader’s confidence in the justness 
of this procedure and to lessen his admiration for this scientific construction, 
generally regarded as a model of perfection. According to the demonstration 
summarized above, the science of optics has an unshakable experimental basis 
and is organized by an admirable and very useful mathematical representation, 
achieving, one might say, a perfect balance between a mathematical model and 
experience. 

But let us begin again to make experiments, this time without any preconcep- 
tions but rather in complete objectivity, not being satisfied with the customary 
partial attempts but getting to the bottom of the problem. Let us begin with 
plane mirrors. A plane mirror should give symmetrical images of objects sym- 
metrically placed as regards the reflecting surface. Very often but not always 
experience confirms this conclusion, namely, when object, mirror and _ bserver 
are very near each other and when the objects are very well known. But if the 
mirror is a little farther from both the observer and the objects, for instance at 
20 meters or more, the images do not at all appear in a symmetrical position as 
regards the reflecting surface, but much nearer. Thus the first and most important . 
experimental demonstration supporting the usual definition of image fails. Every- 
one can make the experiment; the only thing needed is a really plane mirror. 
The results vary very much with the observer and the objects whose image he 
looks at. If the object is a luminous dot with practically negligible dimensions, 
like a small star, in most cases its image in a plane mirror placed quite far from 
the observer 1s perceived on the mirror itself provided that the vicinity of the star 
is dark. 

But the results obtained by looking in a concave mirror are much more disturb- 
ing. Let us look directly, without using any screen, at a concave mirror in front 
of which any object whatever, even a well known one, has been placed. The 
con¢lusions one reaches are really unexpected. Only exceptionally is the image 
perceived in the position one would expect according to Gauss’ formula. The 
image is seen in very different positions according as the observers are accustomed 
to such mirrors or see them for the first time. But even the most practiced often 
see figures in positions which turn out to be very different from those calculated 
by the usual rules. 

It is enough to mention two of the most remarkable cases. 


In front of a mirror having the focal distance of 1 meter let us put a lighted 
electric lamp just at the distance of 1 meter. The image of the lamp, according 
to Gauss’ formula, should form at a very great distance, at infinity. On the 
contrary, an observer looking at the. mirror from a distance of two meters for 
instance, generally sees an image of the lamp at 1 meter behind the mirror: at 
only 1 meter. ,He sees it enlarged but at a distance of only three meters from him- 
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self. For infinity, this is a little too near! Some may see it a little farther away, 
some a little nearer, others even on the mirror, but no one sees it at a very great 
distance. 

Now let us put the lamp at a small distance from the focus; its real image 
forms on the wall in front of the mirror at a distance, for instance, of seven meters; 
thus the wall acts as a screen. At the same time, let us go and place our heads 
between the mirror and the wall, looking at the mirror. Everyone will see an 
enlarged and upright image of the lamp behind the mirror (whereas the image 
on the wall is turned upside down). The distance is more or less the same 
as before when the lamp was at 1 meter from the mirror and its image was 
to be at infinity. 

This is a case which was much discussed at one time but then was dropped 
into oblivion: when a real image is in front of the mirror, a virtual one is perceived 
behind it. The first follows Gauss’ formula, the second does not. 


One could go on describing many experiments like this, and one would come 
to the discouraging conclusion that, when observed without a screen the positions 
of the images given by a concave mirror are always different from those expected 
according to Gauss’ formula. 

With convex mirrors the demonstration is not so easy, but the conclusion is 
exactly the same, provided the observer tries to look carefully without precon- 
ceptions and to judge the distances as accurately as he can. 


Also in these experiments it makes a difference if the object is a small star 
on a dark background or a very well known object; moreover, the results vary 
very much with the curvature of the mirror. It is well known that none of these 
factors is taken into consideration by the laws of classical optics. 


I have gone over the behavior of spherical mirrors briefly because that of 
convergent lenses is much more remarkable and interesting. In this connexion 
it is important to point out that for centuries countless experiments have been 
made by all those who have used a simple lens aS a magnifying lens. It is really 
extraordinary that no one has noticed the fact that the conclusions reached by 
all those who look through a lens of this type are completely different from those 
deduced by Gauss’ formula. Everyone who looks at a page of a book through 
a magnifying lens affirms that he sees the page enlarged : that is, he sees the image 
of the object page on the same plane as the page itself: he sees an enlarged image 
but placed at the same distance from the lens as the object. With the symbols 
used above in Gauss’ formula, one should have X’ = — X; from the same formula 
one deduces that X’ (in case it is negative) can never be numerically equal to X. 
Therefore the divergence between theory and experiment is complete. 


Complications are even more serious if we consider the enlargement given by 
a lens used in these conditions, but to avoid prolixity, I shall not go into this 
matter. I shall remark only that in using a convergent lens one can make experi- 
ments very like those made with a concave mirror. Let a lens be placed in front 
of an object, a lighted electric lamp, for instance, so that the real image of the 
object enlarged and inverted, is projected at a distance of a few meters, for example 
on the opposite wall. Then if an observer follows the path of the rays emerging 
from the lens and looks at it, he can see another image of the lamp, still enlarged 
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but upright, behind the lens as if it were virtual. Naturally Gauss’ formula 
considers only the real and inverted image but does not refer in any way to 
the virtual image. 

One could make thousands and thousands of similar controverting experi- 
ments; they would easily demonstrate that the position of the image perceived 
without any screen, that is, by receiving the rays directly in the eyes, depends 
greatly on the shape of the object examined and: also on the focal distance of 
the lens, according to very complicated laws which never agree with Gauss’ 
formula. For instance, if the source is a very small star on a dark background, 
the observer who looks at it from the opposite side of the lens sees it on 
the lens itself while Gauss’ formula absolutely affirms that the image cannot 
form on the lens. 

Even in regard to divergent lenses very broad and long established experience 
disagrees with the conclusions of Gauss’ formula. According to it the image of 
an object should form between the focus and the lens itself. On the contrary, 
short-sighted people, whose lenses are divergent, instead of seing the real objects 
see their images given by the lenses. If things agreed with Gauss’ formula, short- 
sighted people would see everything as being between the focus of the lenses and 
the lenses. And, since the focus of such lenses generally measures less than 
1 meter, to short-sighted people everything should appear to lie within a sphere 
having a radius of 1 meter or even less. Obviously this never happened nor 
happens. 

The cases just presented are very few but typical and demonstrate in an ab- 
solute and indisputable way that practice is in complete disagreement with the 
theory of classical optics. Anyone wislitng to have further and more detailed 
demonstrations can find them in my previous publications, particularly in ‘‘ Optics, 
the Science of Vision’’ (New York University Press, New York 1957). Here 
I only say in conclusion that if what is seen looking through a mirror or a simple 
lens does not correspond to the theory of classical optics, with all the more reason 
there will be no correspondence when looking through more complicated optical 
systems such as telescopes, microscopes, etc. A detailed examination shows that 
classical theory does not at all suffice to represent what is seen through such 
instruments. But now I prefer to explain briefly why I have laid stress on these 
questions. After the genesis of optical theory has been reconstructed and its 
real nature shown, optical phenomena will appear in a new light, with no need 
for further experiments. 


It is not insignificant that there is a gap so deep between the theory of classical 
optics and experience, not in special or subsidiary questions but at the very: 
foundation. Therefore thorough analysis and criticism of the matter is worth- 
while. 

‘Ideas become clearer when we run over the history of their birth and evolution 
through the centuries. 

What is today considered as a perfect and definitive science by almost every- 
one is only a stage in a long evolution of ideas whose history can be traced back 
at least two thousand years. During this long period deep revolutions have 
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several times changed the fundamental principles of optics. This long and inter- 
esting history I cannot recount here without going beyond the limits of the present 
subject. Anyone wishing to know the principal stages will find them in my 
“Histoire de la Lumiére”’ (Librairie Armand Colin, Paris). 


Here I recall the fact that until the beginning of the XVII century it had 
been impossible to construct a satisfactory optical theory because sufficiently 
precise ideas regarding the working of the eye and the mechanism of vision were 
not known. Many experiments and many mathematical studies were made, 
and much was already known about the caustics of spherical mirrors. Never- 
theless, those mathematical and experimental studies could not be framed 
within a logical theory because the necessary basis of physiological or, more 
exactly, physio-psychological nature was lacking. In fact, all those who 
occupied themselves with optics and with the phenomena connected with 
it tried to explain what they saw either directly or through reflecting or 
refracting means. 


The last great revolution occurred at the beginning of the XVII“ century, 
and its protagonist was J. KEPLER. He had some important predecessors such 
as the abbot FRANCESCO MAUROLICO from Messina, a well known mathematician, 
but it was he who laid the basis of new optics. The essential content of KEPLER’s 
theory can be summarized as follows: from a radiating point the rays reach the 
eye in the form of a cone having its vertex at the point and its base on the pupil. 
This cone is transformed by refraction through the ocular medium into another 
cone having its base also on the pupil but its vertex on the retina. However, 
the process does not end here, because, although the stimulus takes place on the 
retina, what is seen does not appear to be on it but rather outside it. Therefore, 
so as to explain how vision takes place, it is necessary to explain the passage 
from the stimulus on the retina to the external figure. KEPLER shows himself 
to have. marvellously clear ideas on this subject. He asserts that the stimulus 
is transmitted from the retina to the brain, whence the phenomenon passes to 
the psyche, so that the figure that is seen outside as a consequence of the stimulus 
of the retina must be considered as a psychic creation, or rather a reconstruction, 
a psychic representation of the characteristics of the stimulus itself. 


The fact that only dn extremely small area of the retina is stimulated induces 

the psyche to deduce that the radiating object must be a point object and there- 
fore it must be represented-by means of a luminous dot, that is, by means of a star. 
The position of the point stimulated on the retina indicates the direction from 
‘which the rays have reached the cornea and consequently the direction along 
which the small star must be located. But it remains to determine,the distance 
of the radiating point in order to fix the position of the small star exactly. The 
determination of this distance is the most difficult task our psyche is called upon 
to fulfil, and its importance is vital. For any human or animal being it is absolutely 
necessary to determine the distances of the animate or inanimate objects 
around it. Thus all their psychic resources concentrate upon the stress of resolv- 
ing this difficult problem. 

KEPLER, clever mathematician that he was, tried to find a first solution 

_of the problem. Since he knew that distances are determined by triangulation, 
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he decided that the presence of two eyes on men’s faces had just the pur- 
- pose of enabling a triangulation in order to determine the distance of a radi- 
ating point. Naturally the vertex of the triangle is at the point and its base 
is the distance of the two pupils. Nowadays one would say that in binocular 
vision the convergence of the lines of vision of the two eyes serves to determine 
the space depth. 

But KEPLER noticed that even shutting one eye the observer sees in front of 
himself the figure of the observed objects almost as well as if he looked at them 
with both eyes. To see figures in front of us means localizing the figures created 
by our psyche in the region and position where we see them; it means that our 
psyche has already determined the distances of the radiating points from which it 
has received the rays. KEPLER thought that even with one eye it should be pos- 
sible to make a triangulation and sought where such a triangle might be formed. 
He found it in the triangle whose vertex is the radiating point and whose base 
is the diameter of the pupil. He explicitly called it ‘‘triangulum distantiae 
mensorium’’, that is to say, distance-measuring triangle. In conclusion he 
enunciated the following rule: the observer’s eye sees the luminous point 
(that is, localizes the star-shaped figure created by the psyche) at the vertex 
of the cone of rays which reach the eye. This is the fundamental rule of 
KEPLER’S optics. 

It is clear, after what has been said in the previous pages, that just 
this rule gave birth to the concept of optical image that has been adopted 
by the optics developed from the beginning of the XVII“ century until now. 
But meanwhile the ideas underwent an important change having broad impli- 
cations. 

KEPLER’S reasoning was complicated; he considered the cone of rays emitted 
by the radiating point and impinging on the eye, and the refraction of those rays 
through the transparent media of the eye; this was a physical study. Then he 
considered the action on the retina and the transmission to the brain through 
the nerves; this was a physiological study. Finally he indicated the final and 
conclusive psychological process consisting in the representation of the stimulus 
by means of colored and luminous figures, real phantasms created by the psyche 
and localized in front of the eyes. 

But once the law of the distance-measuring triangle had been established, 
the psychological and physiological aspects were neglected because it was com- 
pletely useless to continue repeating the same things. It was enough to concentrate 
attention upon the vertices of the cones of rays reaching the eye, because just 
at these vertices the psychic phantasms had to be localized. Thus began a highly 
accurate and developed study of these vertices, until at last the origin of their 
importance was forgotten as well as the fact that they had a value only because, 
according to the distance-measuring triangle, they represented the conclusion 
of a physio-psychological process. Thus they acquired a value independent of 
the observer and consequently a physical nature. 

This is the reconstruction of the history of this enormous philosophical de- 

‘formation ; here is the reason why the science of images (which are merely psychical 
entities) has become, little by little, a physical science. 
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It is not to be ignored that the dominating trend of philosophical thought of 
the last three centuries has contributed to this result. The revolution of natural 
philosophy against peripateticism brought about the opposite exaggeration that 
everything 1s physical, at any cost. 

Anyone who looks through the optical literature of the last two centuries 
stands perplexed in the face of the behavior of those many scientists who in spite 
of the continuous and evident intervention of physio-psychological elements in 
their experiments have tried to find any conceptual or experimental contrivance 
to persuade themselves and others that it was a question of objective phenomena, 
independent of the observer. 


Such contrivances, brought into use with great ability, came to be considered 
so natural and insignificant that nobody took the pains to put their real value 
in evidence. One of these contrivances, for instance, is a screen on which real 
images are projected in order-to verify the common theory. It may seem that . 
the use of a screen has no other importance than that of a simple device giving 
the possibility of observing the images more easily. But no one points out the 
fact that the result is completely different when, instead of using a screen, one 
looks directly at the images, receiving in his eyes the rays emerging from the optical 
system. Why? 

KEPLER, who in this field had clearer ideas than his followers, explicitly 
declared that the images seen with the naked eye were completely different from 
those perceived on the screen, and, to make this substantial differcnce clearer, 
he went so far as to coin two different words: he called pictures the images on the 
screen and imagines rerum those perceived without any screen. 


It is a real pity that such important things have been forgotten and buried 
by those who devoted themselves to the study of images. 


The difference between the two kinds of images brings us to this fundamental 
consideration: is the rule of the distance-measuring triangle true? The answer 
must be absolutely negative. So grave a judgement is justified and demonstrated 
by the group of experiments I have reported in more detail in the volume pre- 
viously mentioned. 

There is no doubt that the observer’s psyche pays not the least attention 
to the convergence of the rays reaching the eye or the eyes. As I have pointed 
out, the determination of the distance of objects has so great importance in our 
life that our psyche must determine it with the greatest certainty and precision, 
and to this purpose it adopts all the means at its disposal. 


Experiment has demonstrated that the coming together of the beam of rays 
which reach the eye (that is, the functions now called convergence in binocular 
vision and accomodation in monocular vision) does not provide a sufficient basis 
for this determination, while other functions, particularly the temporal parallax, 
give much more precise and substantial information. 


In the above-mentioned book, I have already dealt more widely with this 
matter, too, and I cannot go into it now without wandering from the principal 
subject. However it is a fact that in many, many cases, the localization of the 
luminous and colored phantasms created by the observer’s psyche happens 
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according to certain principles which differ greatly from those of the rule of 
the distance-measuring triangle. In fact, as has been said above, the luminous 
points do not coincide with the corresponding radiating points. More exactly 
it can be said that in direct vision (that is, when the eye looks directly without 
any optical system) psychical training makes it possible to localize the luminous 
points in coincidence with the corresponding radiating points provided that they 
are situated in a sphere having a radius of about 20 meters around the observer. 
Beyond this limit (very vague and variable according as the obseryer knows the 
place or not), the luminous points are usually nearer than the corresponding radiat- 
ing points, and they grow nearer as the radiating point goes away. 

Thus the apparent world formed by the phantasms created by the observer’s 
psyche is much more limited than the real world formed by the real material 
objects which send radiation to the observer’s eyes. The limiting case is repre- 
sented by the vault of heaven, on which any observer localizes the luminous 
points, phantasms corresponding to the radiating heavenly bodies. Nowadays, 
thanks to the vast knowledge about the distances of heavenly bodies, it is 
more than evident that the luminous points do not coincide with the radi- 
ating points. 

If this is the situation with regard to direct vision, there is all the more reason 
to say that when vision takes place through optical instruments, only rarely do 
the luminous points coincide with the images (that is, with the radiating points), 
be they real or virtual. This happens only in some cases, the most famous of 
which is that of the images given by a plane mirror placed very near the observer, 
provided that he looks at known objects. But it frequently happens that in 
looking upon a plane mirror the figures perceived are localized in positions which 
differ sensibly from those of the images calculated according to the rules of clas- 
sical optics. 


This‘ confirmation that the distance-measuring triangle does not correspond 
to reality leads to a conceptual revision of the structure of classical optics, which 
completely loses the characteristics of a physical science and assumes those of 
a mathematical science deduced from the hypothesis of the distance-measuring 
triangle. Accordingly this rule acquires the status of a working hypothesis. We 
must recognize that it has been a wonderful and very precious hypothesis, and 
we must be really grateful to the genius of KEPLER for this inspiration. In fact, 
thanks to it, it has been possible for optics to take advantage of useful and 
effective mathematical means, excluding for the moment the complications of 
the physiological and psychological phases of vision. 

But a construction based on a working hypothesis must not be considered as 
definitive. As I have said, it must be corsidered as provisional, like any other 
working hypothesis. However, we must recognize that up to now this hypothesis 
has been valued excessively, considered, its provisional nature being forgotten, 
as a so evident and unquestionable truth that no one talks of it nor discusses 
its worth. 

At last things have been made clear, and everyone feels the necessity of 
giving every conception its real and exact value. The consequences of this 
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fundamental clarification become daily greater even from the practical point of 
view. Anyone who is able to consider optical phenomena according to these new 
principles and to disengage himself from all the preconceptions concealed in 
classical optics can pursue his studies with an adherence to reality which could 
not be obtained before. : 

The predominant idea of the past, that vision and reality were the same thing, 
that is to say, that luminous points coincided with material points, has been re- 
placed by a new statement of the task of optics: to deduce from a given vision 
what reality is. It is a difficult problem from the philosophical point of view, 
but plainly it is much more realistic than the previous illusory conviction that 
the problem was solved by the very act of vision. 

Even the concept of image has undergone a fundamental! evolution. No one 
talks any more of the ‘‘optical image’’ but of several images of substantially 
different natures. When we say that an object emits energy radiations, which, 
received by an optical system, are then distributed into an image in space, we 
talk of a hypothetical image of physical nature, called the ethereal image. As is 
customary in science when one tries to describe physical phenomena in mathe- 
matical terms, radiations have been represented by means of geometrical rays 
and waves. Using these representations, we arrive at the definition of calculated 
image, which is called the geometrical image to distinguish it from the others. 
This image has a merely mathematical nature and is a schematic way of represent- 
ing the ethereal image as well as possible. 

But when we wish to pass from hypotheses and from mathematics to experi- 
mental checks, it is necessary to detect the ethereal image. Nowadays, the most 
important means of detection are three: vision, photography, photoelectricity. 
Detected images are obtained by such means, as follows: 


1. When radiation stimulates the retina and causes the transmission of the 
nervous impulses through the optic nerve to the observer’s brain where the psy- 
chical representation of the received informations takes place, we have the 
perceived image, which is of psychic nature. 

2. When a photographic plate is exposed to radiation, this causes the pre- 
cipitation of granules of silver or of similar substances which, in their turn, 
produce variously distributed blackenings. This is the photographic image, which 
is of physico-chemical nature. 

3. When radiation stimulates a photoelectric cell, it causes electric currents 
which can be represented by diagrams or by fluorescent or similar systems. 
These are the photoelectric images, of electrotechnic or electronic nature. 


It is clear that detected images are greatly influenced by the intervention 
of the receiver, and that they have such different natures as not to be comparable 
with one another or with their corresponding geometrical images. 


Making evident these substantial differences among the various images has 
led to fundamental clarification in optical studies. It has caused recognition 
that classical optics is a science devoted to the study of geometrical images, and 
consequently it has led.to the definition of a new optics which studies revealed 
images, using experimental criteria. .Since the receiver is a determining element 
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of this new optics, it has been subdivided into three branches which might be 
called three sister sciences: 


a) Optics, the science of vision, which uses the eye as a receiver and thus 
considers the optical phenomenon in its physico-physio-psychological complexity. 

b) Photography, which uses sensitive emulsions as receivers. 

c) Photoelectricity, which uses photoelectric cells as receivers. 

In this new organization physical optics cannot find any place, nor has it 


any further reason to exist. Classical optics assumes the characteristics of a purely 
mathematical science. 
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Cartesian Dynamics 


A. RUPERT HALL 


The publication of NEwTon’s Principia in 1687 presented a challenge that 
framers of etherial hypotheses could not decline. While NEwrtTon discreetly 
preserved silence upon that hypothesis which he had himself submitted to ROBERT 
BoyLeE on 28 February 1678/79, his recent adherent, NICHOLAS FATIO DE DUILLIER, 
addressed the Royal Society twice on the subject of etherial explanations of 
gravity’. On the first occasion (4 July 1688) he spoke of HuyGENs’ hypothesis; 
on 26 February 1689/90 of a new one of his own to which, there is good reason 
to believe, NEwToN temporarily gave his blessing. 

FatTio’s problem, and. that of later Newtonian etherists, was to account 
for the inverse-square law of gravitation. HUYGENS, when he presented his 
hypothesis of gravity to the Académie Royale des Sciences in 16692, had been 
content simply to account for the observed value of g at the surface of the Earth. 
When he printed his essay in Discours sur la Cause de la Pesanteur (1690) he was 
still convinced that 

if the chief hypothesis, upon which I take my stand, is not the true one, there is 
little hope that it is to be met with, within the limits of true and sound philosophy’®. 

Gravitational attraction HUYGENS now specifically rejected. ‘I believe that 
I clearly perceive that the cause of such an attraction is quite inexplicable by 
any principle of mechanics, or of the laws of motion.’’* At the same time, while 
reacting to the Principia with the note: “ Vortices destroyed by NEwTon. Spheri- 
cally moving vortices instead’’,> HUYGENS could not but accede to the mathe- 
matical accuracy of the relationships discovered by NEWTON. 

Perceiving now (he wrote), by the demonstrations of Mr. NEwTon, that if one 
postulates such a gravity (pesanteur) towards the sun, diminishing according to the 
{inverse-square] proportion, it counterbalances the centrifugal forces of the planets 
so well, and yields so accurately the effect of elliptical motion that KEPLER guessed 
and confirmed by observations, I can hardly doubt any longer the truth of these 
Hypotheses about gravity, or doubt that Mr. NEwron’s system, in so far 4s it is founded 
upon them, has the same truth®. 


1 “De la Cause de la Pesanteur. Mémoire de Fatio DE DUILLIER presenté a la 
Royal Society le 26 février 1690. Reconstitué et publié avec une introduction par 
BERNARD GAGNEBIN.” Notes and Records of the Royal Society, VI, 1949, 115. 

2? CHRISTIAAN HuyGENs, Oeuvres Complétes, XIX, 631—640. 

3 Discours, Preface, Ibid., XXI, 446. 

* Pbid., 471. 

5 Tbid., 437. 

* Ibid., 472. 
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Admitting that he had previously contemplated neither the inverse square 
law nor universal gravitation, HUYGENS now accepted both; he even remarked 
that NEwrTon’s theory was free from objections to which that of DESCARTES was 
liable. But if gravitation were universal, he thought, it was only necessary to 
extend his own hypothesis of terrestrial gravity to the sun and other celestial 
bodies, for there was no reason why the vis centripeta towards the sun should 
not be like that which forces heavy bodies down towards the Earth. Wisely, 
perhaps, HuyGEns did not go on to show how this should be done. 


For, had he done so, HuyGENs would have found that his theory brought 
him to an impasse. It postulated the revolution of etherial particles in all direc- 
tions about the Earth, in a closed vortex. Because ordinary matter in the vortex 
is struck by particles from every direction, it is impelled by none. However, 
since the etherial particles are urged outwards by their centrifugal force they 
press ordinary matter inwards, towards the center. This is the cause of gravity. 
In order to compute the velocity of etherial rotation required at the surface of 
the Earth to give the acceleration due to gravity, HUYGENS supposed the 
weight of a body immersed in this ether towards the center of rotation to be 
equal to 

the effort with which an equal volume of the fluid matter tends to escape from 
the center; or, which is the same thing, a pound of lead (for example) must weigh 
as much towards the Earth, as a mass of the fluid matter of the same size (I mean 
of the size of its solid particles) weighs upwards away from. the center, because of its 
circular motion’. 

Accordingly the velocity of the fluid matter or ether is that which would 
cause lead (or anything else) at the surface of the Earth to be weightless; hence 
he calculated the period of revolution of the ether as ¢ = 22 |/r/g (where r is the 
radius of the Earth) or 1 hour 24.5 minutes. 

Alas! After reading NEwToN HuyGEns did not perceive the inherent fallacy 
of the attempt to make his hypothesis universal. If the lump of lead were moving 
so fast as to be weightless, at the speed of the ether, it would be free to move 
outwards under centrifugal force. Now, NEwTon’s celestial mechanics supposed 
that the moon and planets were such weightless bodies, revolving so that the 
centrifugal force of motion balanced the centripetal pull of gravity; revolving 
therefore, according to HuyGENs’ theory, at the speed of the ether. (If we cal- 
culate from HuyGENs’ formula the velocity of the ether required to create a 
centripetal force of g/(60)? at a distance of 60 radii from the Earth, we find in fact 
the velocity of the moon.) Therefore there was ncihing left to retain the moon 
and planets in their-orbits, no etherial pressure upon them. From HuycGENs’ 
theory of gravity, just because the centripetal force (gravity) is derived from 
the centrifugal force of rotation, it is quite impossible to obtain the balance of 
forces that NEWTON’S system (and the nature of things) require. 


In any event, HuyGENs’ hypothesis was not approved by the orthodox 
Cartesians. His modification of the original vortices, countenanced by JACQUES 
ROHAULT in his Tratté de Physique (4th. edn., Paris, 1682), was refused by the 
most celebrated apologist of Cartesianism, NICHOLAS MALEBRANCHE. 

& 


* Ibid., 460. 
12° 
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Several philosophers (he wrote) not having understood DrscarTEs’ meaning 
very well, or rather having sought it in his letters published after his death, instead 
of finding it in his Principles of Philosophy which he published in his lifetime, attri- 
bute the weight of bodies to the centrifugal force which the subtle matter derives 
from its circular movement about the Earth®. 

This was a clear allusion to HuyGENs. More directly still, MALEBRANCHE 
noted that such a hypothesis required the subtle matter to revolve seventeen 
times as fast as the Earth, without carrying so much as a feather with it, though 
able to press the most massive bodies downwards. Moreover it was not easy 
to see how rotation of the ether in all directions at once could take place, so that 
a body would fall as vertically at the Poles as at the Equator, but MALEBRANCHE 
confessed that this objection had been answered 
oe “with much intelligence and subtlety’’. 

However revered the Principia Philosophiae it 
was Clearly necessary to trespass beyond its notions; 
however correct, they were no longer specific or 
mathematical enough to withstand criticism. While 
© aes the Cartesians had a whole armory of physical (or 
a; metaphysical) arguments to direct against the 
“esoteric’”’ philosophy of NEwTon, they were also 
eager (and this was their downfall) to prove that 
Cartesian celestial mechanics could be as satis- 
factorily mathematical as the Newtonian. Indeed, 

bs _. they were impaled upon their own protestations 
Fig. 1. MALEBRANCHE’S idea of etherial " ‘ 
dynamics that the reasoning of Cartesian science was as 
clear and certain as that of geometry. 

KEPLER’S Third Law (not to mention the First and Second, which were hardly 
less awkward), and the HuyGENS-NEWTON theorems on centrifugal acceleration, 
the one ignored by DEscarTEs, the other formulated since his death, now con- 
fronted Cartesian dynamics. How were they to be reconciled with vortical mo- 
tion? NeEwron’s investigation (Principia, Book II, Props. 51—53) condemned 
the task as vain. But MALEBRANCHE was not to be deterred by the specious 
geometry of a false philosopher from attempting a fresh hypothesis, though he 
had to go even further from DeEscarTEs than HuyGEns had done. 

He imagines that the ether is composed of infinitely small, rotating vortices; 
these have great centrifugal force so that they press strongly upon one another. 
This pressure is transmitted freely in all directions, so that the Earth at the center 
of the principal vortex, and each of these little vortex-particles, remain in equi- 
librium. The whole principal vortex is revolving about the Earth. Suppose 
however that the volume P (Fig. 1) above the Earth is occupied by a stone. 
Now, MALEBRANCHE says, 


all the little vortices below the line A B and above CD at equal distances from the 
center O are in equilibrium, and experience the same reaction from the center out- 
wards. But those between the lines A B and CD are not. 


8 I quote throughout from the final version of De !a Recherche de la Verité, trans- 
lating from the text of GENnrviEvVE Lewis (Malebranche: De la Recherche de la Verité, 
Paris, 1945, tome IJ). I have checked this with the Paris, 1762 edition without find- 


ing any discrepancy. Loc. cit., 172. 
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For the matter of the stone contains few of the little vortices, and so cannot 
as well resist the pressure of those in the surrounding ether. And so, “‘the ether 
which is in E, E is more strongly pushed upwards by the reaction which it experi- 
ences than the stone” for the same reason that “water, being more strongly 
pushed downwards than wood, slides under the wood and causes it to rise up’”’.® 


All this is nonsense, of course. MALEBRANCHE does not even complete his 
inquiry into terrestrial gravity, but turns instead to the question ‘‘what is the 
cause of the weight of the planets which constrains them to circulate around the 
sun, to see if it is the same with that which causes heavy bodies to descend here 
below’’. He postulates (1) extreme agitation of the solar vortex (which is similar 
to that surrounding the Earth); (2) its compression by some outside sphere 
(of indefinite nature); (3) equality between this compression, forcing the ether 
towards the sun, and the centrifugal force of the ether arising from its vortical 
rotation. This means (as he recognizes) that there is a uniform pressure through- 
out the vortex. Now, “‘leaving the difficulties that might be raised against 
these suppositions aside’’[!], let us in imagination divide the ether in the solar 
vortex, along the plane of the ecliptic, into concentric sheils. (These are, in fact, 
the Ptolemaic spheres revived under another name, in which the planets are 
embedded and turned around.) To maintain equilibrium, the shells of ether must 
have equal pressure on their upper and lower surfaces; they must: 


equally support, not by their simple velocity, but by the centrifugal force that 
results from their velocity, the gravity or weight of their compression towards the 
sun. They must, therefore, have the proportion of their diameters inversely as the 
squares of their velocities’®. 


For the centrifugal force, MALEBRANCHE continues, is equal to the square 
of the velocity divided by the diameter of the revolution. And so, ‘“‘the velocity 
of the etherial matter close to the sun has a frightful rapidity’’; as he calculates 
it, the ether at the surface of the sun must be moving 5000 times as fast as that 
in the neighbourhood of the Earth. 

The error is hardly credible. MALEBRANCHE has completely failed to under- 
stand the formula he has copied. If the centrifugal force is constant, the linear 
velocity (which he clearly means) decreases as the radius becomes less". It is 
unnecessary to follow MALEBRANCHE’S argument that the sun does not rotate 
fast enough to maintzin the required force, from which he deduces the conclusion 
that the solar vortex is prevented from collapsing inwards only by the outwards 
pressure of the sun’s light. Next he quotes KEPLER’s Third Law (with which he 
was already acquainted in 1674) as the astronomically observed relation between 
the periodic times of the planets and the radii of their orbits, hence between 
their (mean) velocities and their radii: 


one finds the same ratio as that which is required, according to reason, to preserve 
the shells of etherial matter ... By that we see that the planets have the same speeds 


® Tbid., 174. 

10 Tbid., 175. 

11 Ibid., 176. Of course, the angular velocity should increase, but only by a factor 
of 30. How MALEBRANCHE makes 5000 the ratio of the ‘‘racine de trente millions”’ 
to the ‘‘racine de trente mille’’ is inconceivable. 
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as the shells surrounding them, or rather that they complete their revolutions in the 
same times?®, 
This much agrees with HuyGEns’ theory. 

MALEBRANCHE concludes that the “‘true gravity”’ of the planets and etherial 
shells, which impels them towards the center and to revolve, and which enables 
them to resist their own centrifugal force, derives solely from the external pressure 
on the solar vortex, and not at all from the center [as NEWTON had supposed, 
of course]. On the other hand terrestrial gravity springs from ‘‘the reaction 
that this same external pressure suffers at the center of the vortex equally pressed 
in opposite directions on all sides’’. Whatever that may mean. 


Later MALEBRANCHE provides this 
Proof of what I have just said, that if one substitutes for the times in the known 
proportion between the times of the revolutions of the planets and their distances 
from the sun their value (leur valeur), one will find the same proportion as that which 
maintains equilibrium in the celestial shells of the vortex?. é, 
It purports to be a mathematical demonstration. MALEBRANCHE begins by 
quoting the Third Law verbally (and accurately). Thus, he goes on, 
T?.# = D®. a 
(which is false). And hence Cc 
—,-— = Ds. @, 
V2 vy 
“Then, as the planets turn with the same speed, or complete their revolutions 
in the same time, as the void[!] which surrounds and transports them, we have 


2 2 
t?.7? or — _ a :: a8. D8, Or, putting the diameters for the circumferences which 
are proportional to them, 
d? Dt. = = 
oy :d§. D%, so y= 


Surprisingly, from the utter muddle not eased by a free confusivn of capital and 
lower-case letters in the original, a correct result has emerged. One wonders 
where MALEBRANCHE got it from ... certainly not from his “demonstration’’™. 

Pressing on courageously, he alleges that if the astronomers had not discovered 
KEPLER’s Third Law, it could be found out in the following way from ‘our 
knowledge of centrifugal forces’’. This is the clincher, to prove that his etherial 
theory agrees with KEPLER’s Law and the observations. 

Each shell of the vortex must be in equilibrium with its neighbours to cause 
a uniformity of pressure, as was said before; thus, ‘‘by the general principle of 
mechanics, their centrifugal forces are necessarily in a reciprocal relation with 
each other’’. And since the centrifugal force of any point of the etherial matter 


in the shell AB is . , that of the whole shell is ata That of a larger shell CD 


—s 2¢C2 
is similarly —- These two whole forces must be equal, argues MALEBRANCHE, 


from which it follows that d-v? = D - V?, agreeing with the previous incompetent 


12 Tbid., 177. 

13 [bid., 179. 

1* PauL Mouy, Le Développement de la Physique Cartésienne, 1646—1712 (Paris, 
1934), 312, derives this relation impeccably from KEPLER’s Law, purportedly quoting 
MALEBRANCHE. He is not. 
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demonstration. ‘‘Which is precisely what the astronomers have discovered by 
their observations. Thus reason agrees with experience in this, because all the 
celestial matter is in a perfect equilibrium, or tends to attain it’’®. 

A convincing proof ... or a specious one. It was the second that MALEBRANCHE 
had attempted, given as a correction at the end of the book, and no doubt he 
was pleased with it. At first he had, by an obvious falsity of reasoning, deduced 
KEPLER’S Law from the relation ve = ae. Both “‘proofs’’ are penetrated by 

the same conceptual error. For of course MALEBRANCHE should have considered 
the forces acting on a single etherial particle: the force of the constant pressure 
exerted from without the vortex, and uniform through it; and the opposite 
centrifugal force arising from the rotation of the particle in the vortex. The ve- 
locities required to give two particles at different distances from the center the 
same centrifugal force are V?:v? = R:r, whence T?:t? = Ri:r, a law very different 
from KEPLER’S. Instead, taking spherical surfaces (or, in the first proof, circles) 
in the vortex, he made the sums of the centrifugal forces exerted by their particles 
equal; whence the pressures were unequal because the areas were different. Clearly 
he did not perceive that if the same pressure is exerted on two unequal surfaces, 
a less force on the smaller will sustain it. STEvIN and Pascat had written in vain 
for MALEBRANCHE. 

It is needless to add that his theory is exposed to exactly the same objection 
as HuyGEns’, or that NEwrTon’s law of gravitation was totally inconsistent with 
the concept of solar gravity as an exterior, constant pressure—and the latter 
therefore with KEPLER’s Third Law. 

Historically, MALEBRANCHE’S error derived from that of the abbé VILLEMoT’®, 
The latter also had divided the Cartesian vortex into layers, and deduced that 
in order to withstand a constant exterior pressure the velocity of each layer 
must be proportional to the square root of its distance from the sun. His absurd 
mistake was in supposing that this relation was identical with that of KEPLER”. 
JOHANN BERNOULLI judged that VILLEMOT was ignorant of the laws of mechanics, 
LEIBNIZ could not find that he had discovered the shadow of a demonstration’; 


15 MALEBRANCHE, Joc. cit., 180. 

16 In Nouveau Systeme ou nouvelle application du mouvement des planetes (Lyon, 
1707). I have not been able to see this book and so cannot discuss it more thoroughly. 

17 PIERRE BRUNET, L’ Introduction des Théories de Newtonen France au X VIII® Siecle: 
avant 1738 (Paris, 1931), 11—12. BruNET does not draw attention to the paralogism. 

18 BERNOULLI to LEIBNIz, 10 Dec. 1710; LeEIBNIz to BERNOULLI, 28 Feb. 1711, 
quoted by Brunet, op. cit., 10, n. 1, from Leibnitii et Johan. Bernoulli commercium 
philosophicum et mathematicum (Lausanne, 1745), II, 240, 244. LEIBNIz, who met 
MALEBRANCHE in Paris in 1676, was by no means satisfied with the latter’s ‘“‘ proofs”’ 
of the truth of Cartesian principles. Later he wrote to him (13/23 January, 1679): 
‘‘Je voudrois que vous n’eussiés pas escrit pour les Cartesiens seulement ... DEs CARTES 
a dit des belles choses; c’estoit un esprit penetrant et judicieux au possible. Mais 
comme il n’est pas possible de tout faire 4 la fois, il n’a fait que donner de belles 
ouvertures, sans estre arrivé au fonds de choses: et il me semble qu’il est encor bien 
eloigné de la veritable analyse, et de l’art d’inventer en general. Car je suis persuadé 
que sa mecanique est pleine d’erreurs, que sa physique va trop viste, que sa Geometrie 
est trop bornée, et enfin que sa Metaphysique est tout cela ensemble’. (Sdmiliche 
Schriften und Briefe herausg. von der PreuBischen Akademie der -Wissenschaften, 
Ser. II, I, Darmstadt, 1926.) 
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MALEBRANCHE, on the other hand, attributed to him “much force and breadth 
of mind”. | 

What else was to be expected? The Cartesian system of vortices could not 
be saved, nor the Newtonian theory of universal gravitation be invalidated, by 
appeal to competent mathematics. Those who opposed the Principia in this 
respect, in the years between 1700 and 1730, had to draw their arguments from 
other sources: the impossibility of the vacuum, the illogicality of attraction at 
a distance, the fallacies of NEwTon’s metaphysics.’ MALEBRANCHE has been 
respected as a figure of importance in the establishment of the respectability of 
Cartesianism, and in adjusting its physics to new discoveries. But it is difficult 
to believe, on this evidence, that he was a serious scientist, as PAauL Movy seeks 
to prove’. Whatever the strength of the non-scientific arguments against the 
Principia in the early eighteenth céntury, it is strange that the sheer absurdity 
of the scientific arguments against it has not been brought out by such historians 
as Mouy and PIERRE BRUNET. Even RENE DuGas, possibly relying on Movy, 
describes MALEBRANCHE’S theory without mentioning its hopeless inadequacy, 
even to quoting without comment the “frightful rapidity”’ of the vortex near 
the sun! 

MALEBRANCHE (DuGas writes) takes KEPLER’s Third Law into account, for start- 

ing with the relation v?7 =k, he deduces from it, the period T being proportional to 
ry/v, the sesquialterate ratio r3/T? = k , 
One can only repeat that MALEBRANCHE did nothing of the kind, and could not 
have done. His presumptive demonstrations are merely farcical. Whatever 
ground he and other Cartesians had for their opinions and etherial hypotheses, 
in so far as they thought them to be grounded on mathematical reasoning they 
were merely deluding themselves. And modern historians who have taken them 
seriously have been no less deluded. 


19 Mouy, op. cit., 268—279.. ‘‘Nous devons donc considerer MALEBRANCHE, non 
pas seulement comme un amateur trés competent en matiére scientifique, mais 
comme un véritable savant ...’’ (276). 

20 RENE Ducas, La Mécanique au XVII® Siécle (Neuchatel, 1954), 274. I have 
changed this author’s symbol a to r; presumably the first expression should read 
vely =k. 
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